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PREFACE. 



En publiant ce nouveau traité de géométrie descrip - 
tive, nous n'avons eu pour but que de faciliter aux 
élèves Tclude des métbodes dont le nouveau programme 
d'admission à TÉcole polytechnique exige d'eux la con- 
naissance. 

La géométrie descriptive , qui emprunte à la géomé^ 
trie ordinaire toute la rigueur de ses démonstrations , 
doit en être considérée comme Tune des applications les 
plus importantes; mais avant qu'elle soit entre les mains 
de ringénieur un outil toujours prêt à fonctionner , il 
faut qu'il ait pris Tbabitude de se représenter les formes 
dans l'espace ^ et rien ne saurait être plus propre à lui 
en faciliter les moyens , que la pratique des méthodes 
maintenant connues sous les noms de méthode dés chan- 
gements de plan , et de méthode des mouvemeols de 
rotation. 

La connaissance de ces moyens généraux , présentée 
jusqu'ici d'une manière trop élevée pour ia plupart des 
lecteurs f avait besoin d*étre pour ainsi dire vulgarisée 
dans un traité élémentaire; ils offrent d'autant plus 
d'intérêt y que la mémoire ne conserve le plus souvent 
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le souvenir des détails , qu'à la condition qu'ils se pré- 
sentent comme se rattachant à un principe commun. 

Autant que possible , nous avons suivi dans la rédac- 
tion Tordre du programme , et nous croyons avoir 
donnée avec les développements nécessaires , la solution 
de tous les problèmes qui y sont désignés. 

Les planches , réunies en un volume séparé du texte, 
présentent toujours, en regard les unes des autres, les diffé- 
rentes solutions de chaque énoncé ; et encore bien que 
pour satisfaire à cette condition, nous ayons dû les dis- 
poser dans un autre ordre que lé texte , nous pensons 
qu'elles pourront ainsi faire Tôbjet d'une plus facile 
comparaison , et que Texamen attentif que les élèves 
en feront, sera pour eux un utile exercice; une double 
table de référence permet d'ailleurs de retrouver immé- 
diatement le texte ou Tépure que Ton peut avoir à con- 
sulter. 

Je dois à la bienveillance de M. Théodore Olivier 
d'avoir pu entreprendre ce travail que je suis heureux 
de publier sous son patronage ; ce sont ses notations 
que j'ai prises , ce sont ses leçons que j'ai imparfaite- 
ment reproduites* Qu'il me soit permis de lui témoigner 
ici toute ma reconnaissance. 



PROGRAMME 

DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

EXIGÉE POOH L'AOIBSION A L'IÎCOLE POLTTBCniflOUE. 



Problèmes relatifs au points à la droite et au plan*. 

Par un point donné dans Tespace, mener nne droite parallèle à 
une droite donnée , et trouver la grandeur d'une partie de cette 
droite. 

Par un pmnt donné , mener un plan parallèle à un plan donné. 

Construire le plan qui passe par trois points donn^ dans l'es- 
pace. 

Deux plans étant donnés , trouver les projections de leur inter- 
section. 

Une droite et un plan étant donnés , trouver les projections du 
point où la droite rencontre le plan. 

Par un point donné , mener une perpendiculaire à un plan 
donné , et construire les projections du point de rencontre de la 
droite et du plan. 

Par un point donné , mener une droite perpendiculaire à une 
droite donnée , et construire les projections du point de rencontre 
des deux droites*. 

Un plan étant donné , trouver les angles qu'il forme avec les 
plans de projection. 

Deux plans étant donnés, construire Tangle qu'ils forment entre 
eux. 

Deux droites qui se coupent étant données , construire Tangte 
qu'elles forment entre elles. 

Construire l'angle formé par une droite et par un plan donnés 
de position dans Tespace. 



1. Oq fera usage, pour la résolution de ces problèmes, de la méthode du 
changement des plans de projection. 

2. On ne demandera pas Tépure de la plus courte distance des deux 
droites. 
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Problèmes relatifs aux plans tangents. 

Mener un plan tangent à une surface cylindrique ou à une sur- 
face conique : V par un point pris sur la surface ; 2® par un point 
pris hors de la surface; 3"* parallèlement à une droite donnée. 

Par un point pris sur une surface de révolution, dont on connait 
le méridien, mener un plan tangent à cette surface. 

Problèmes relatifs aux intersections de surfaces. 

Construire la section faite, sur la surface d'un cylindre droit et 
vertical , par un plan perpendiculaire à Tun des plans de projec- 
tion. — Mener la tangente à la courbe d'intersection. — Faire le 
développement de la surface cylindrique, et y rapporter la courbe 
d'intersection, ainsi que la tangente. 

Conduire Tintersection d'un cône droit par un plan perpendicu- 
laire à l'un des plans de projection. Développement et tangente. 

Construire la section droite d'un cylindre oblique. (Pour simpli- 
fier les constructions , on emploiera la méthode du changement 
des plans de projection. ) — Mener la tangente à la courbe d'in- 
tersection. Faire le développement de la surface cylindrique, et y 
rapporter la courbe qui servait de base , ainsi que ses tangentes. 

Construire l'intersection d'une surface de révolution par un plan, 
et les tangentes à la courbe d'intersection. — Résoudre cette ques- 
tion , lorsque la ligne génératrice est une droite qui ne rencontre 
pas l'axe. 

Construire l'intersection de deux surfaces cylindriques et les 
tangentes à cette coujrbe. 

Construire l'intersection de deux cônes obliques et les tangentes 
à cette courbe. 

Construire l'intersection de deux surfaces de révolution dont 
les axes se rencontrent. 

Nota. Les candidats devront présenter aux examinateurs les épures relati- 
ves à toutes ces questions, revêtues de la signature de leur professeur. 

Le dessin de croquis étant indispensable aux ingénieurs et l'une des bases 
du travail grapbique à l'École polytechnique , cinq de ces épures seront en 
outre faites à main levée; deux au moins de ces croquis auront rapport, Tun 
aux plans tangents et l'autre aux intersections de surfaces. 
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GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



LIVRE PREMIER. 

DÉFINITIONS, LECTURE, NOTATIONS. 

i . La géométrie descriptive est une science qui apprend à 
lire dans l'espace, et à projeter sur deux plans une forme quel- 
conque, en permettant d'étudier sur deux projections tous 
les accidents de forme et toutes les propriétés géométriques 
que l'on pourrait observer sur l'objet lui-même , doué des trois 
dimensions. 

On conçoit dès lors quelle est l'importance de cette science. 
L'ingénieur, l'architecte, le mécanicien , n'éprouvent aucune 
difficulté, lorsqu'elle leur est devenue familière, pour discuter 
dans leur cabinet tous les détails des projets qu'ils élaborent ; 
et leurs dessins définitifs suffisent à l'exécution complète de 
leurs idées , tout aussi bien et souvent mieux que ne pourraient 
le faire des modèles en relief. 

Ce haut degré d'utilité de la géométrie descriptive qui en 
rend l'étude si nécessaire, n'est pas le seul caractère qui lui 
soit propre. Ses méthodes pratiques ne sauraient plus être 
ignorées d'aucun artisan ; mais elle est aussi pour le géomètre une 
science de recherche, dans toute l'acception du mot, et si les 
moyens dont elle dispose offrent le plus souvent moins de gé- 
néralité que les ressources de l'analyse, elle jouit de cet immense 
avantage de frapper plus vivement l'imagination, et d'arriver 
souvent au même résultat par des méthodes plus élégantes et 
plus simples. 

t 
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2. Ce double caractère de la géométrie descriptive sera notre 
guide dans ces éléments; et quoique notre but principal soit 
de familiariser les élèves avec les procédés graphiques, nous 
choisirons plus particulièrement parmi ces procédés ceux qui 
nous paraîtront les plus propnes à les initier à la philosophie 
de cette science encore nouvelle , que l'illustre Monge a pour 
ainsi dire créée. En rassemblant les jrocédés épars mk; en 
œuvre avant lui par les constructeurs , Afonge est en effet le 
premier qui, de ces procédés d'exécution, ait fait sortir une 
science de recherche dont l'importance à ce point de vue n'est 
peut-être point encore assez généralement appréciée. 



I. REPRESENTATION DU POINT. 

S. Tout cpips est un assemMage de pmnts; dieidions donc 
les moyens à l'aide desquels nous pourrons représenter le plus 
facilement la position d'un point dans l'espace. 
Que nous nous placions par la prisée devant un mur v^tical 

•élevésur unsol parf aitenttinl 
horizontal, et le rencontraot 
suivant une ligne droite LT^ 
ce mur formera un plan; ei 
iout point placéau-devant de 
•ce plan sera très-fadlement 
défini h l'aide de ces seules 
données. Soit, en effet, m 
(fig. 1), le point dont il s'a- 
git; si nous connaissions la 
hauteur A à laquelle il est sî- 
lué au-dessus du sol , nous 
saunons déjà qu'il est né- 
^^ f cessairement contenu dans 

un plan horizontal distant du soi de cette hauteur A, et par 
cette première condition nous pouvons remarquer que la po- 
sition du point 2» se trouve de beaucoup drcooscrite; le plan 
dont nous venons de parler est le Ueu de tous les points situés 
jt la distance à au-dessus du soL 

Si maintenant nous connaissions la distance / de ce point au 
plan vertical formé par le mur, il n'est pas moins évident qu'il 
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devra se trouTer aussi dans an nouveau plan vertical distant da 
mur de cette longu^ir i; et cette nouvelle condition particu- 
larise aicore davantage la poâtion de notre point m , car de» 
vant être à la fois dans les deux plans fictifs dont nous venons 
de parler, il ne saurait se trouver ailleurs qu*Ji leur commune 
intersection^ que nous savons être une ligne droite M parallèle 
à LT , les intersections respectives de deux plans respective- 
ment parallèles ^ant nécessairement parallèles entre dles. 

Pour que la portion du point m fftt complètement déter» 
minée, il nous suffirait donc de savoir en quel endroit de la 
droite M il se trouve, et nous veiTons que le desân lui-même 
nous donnera toujours une indication qui sera équivalente à 
cette condition , en telle sorte que nous n'avons à nous occuper 
pour rinstant que des deua, premières qui peuvent aussi se pré- 
smter d'une maniée plus simple; si, en effet, nous abaissons 
du point m une perpendiculaire mmf' sur le plan horizontal H 
imné par le sol, cette distance mm!" est par déinition la dis- 
tance du point m au plan H. Le pied m^ de cette perpendicu- 
laire est dit la pr^ecUên du point m sur le plan H; mmf' ert 
^>pelée la Ugne projetante de ce point m sur ce même plan* 
Nous aurcMis souvent à rappeler ces ex^essimis. 

Ce que nous avons dit pour le plan H formé par le sol, s'ap- 
plique identiquement au plan Y formé par le mur : mC est la 
projection du point m sur le plan Y, et mm" la ligne projetante. 

4. Imaginons que par les deux droites mm/'j mm* ainsi défi- 
nies, nous fassions passer un plan que nous aH>ellerons X pour 
pouvoir le distinguer dans le discours , je dis que ce plan est 
perpendiculaire aux deux plans primitifs H et V, et par con- 
séquent à leur connnune intersection LT, que Ton appelle la 
ligne de terre. Ce plan X est perpendiculaire au plan H , puis- 
qu'il contient la perpendiculaire mm^ abaissée du point m sur 
ce plan; pour la même raison ce plan X est aussi perpendicu- 
laire au plan V. 

De ce que le plan X , qui contient à la fois les deux droites 
qui projettent respectivement le point m sur les plans H et V, 
que Fon appelle plans de pre^eetiony est perpendiculaire à la 
Kgne LT, il s'ensuit que cette ligne est perpendiculaire à toute 
droite menée par son pied dans le plan X, et que par consé- 
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quent elle est à la fois perpendiculaire aux droites m^p^ nCp qui 
forment les intersections respectives du plan X avec les deux 
plans de projection. Cette propriété remarquable sera invoquée 
lorsque nous aurons prochainement à parler du rabattement 
des plans de projection. 

S. Si nous considérons le quadrilatère plan mm^pm'' contenu 
dans le plan X , nous sommes aussi conduits à une remarque 
fort importante et qui constitue, pour ainsi dire, la base des 
procédés de la géométrie descriptive. On peut démontrer de 
bien des manières différentes que ce quadrilatère est un rec- 
tangle ; s*i] est nécessaire^ nous en choisirons une entre toutes . 
Tangle en p est droit , car le plan X étant perpendiculaire à la 
commune intersection LT des plans de projections H ^t V, cet 
angle mesure Tangle de ces deux plans que nous avons supposés 
être perpendiculaires Tun h. Fautre; Tangle en m^ est droit, 
car, par construction, mm/'eÈl perpendiculaire au plan H, et par 
conséquent à toute droite pm!" qui passe par son pied dans ce 
plan ; pour la même raison Fangle en m'' est droit, et comme 
la somme des quatre angles d*un quadrilatère plan est égale à 
quatre angles droits, le quatrième angle en m est nécessairement 
droit aussi, et la figure, ainsi que nous l'avons annoncé, est un 
rectangle. 

Dans un rectangle les côtés opposés sont égaux et parallèjes; 
donc mm^^^pm", mm^^pm^. Nous savons d'ailleurs que pW, 
par exemple, est perpendiculaire sur LT ; donc, si de la projec- 
tion m"* d'un point m sur l'un des plans de projection Y, on 
abaisse une perpendiculaire sur la ligne de terre, cette perpen- 
diculaire est égale à la dislance du point m de l'espace à l'autre 
plan de projection H. Le même raisonnement s'applique, si dans 
cet énoncé on change Y en H et H en Y , ce que l'on pouvait , h 
priori, prévoir, ne fût-ce que par raison de symétrie. C'est cette 
conséquence que l'on peut énoncer de la manière la plus géné- 
rale, en disant que la distance entre l'une des deux projections 
d'un point et la ligne de terre, est égale à la distance du point lui- 
même à Vautre plan de projection. 

Toutes les propriétés géométriques que nous venons de recon- 
naître au sujet des deux projections d'un point sur les deux 
plans matériels que nous avons considérés sont tout aussi vraies 
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pour une réduction quelconque de notre figure, et nous pour- 
rons, à une échelle quelconque, amplifiée ou réduite, représen* 
ter en relief la position du point m par rapport à deux nouveaux 
plans H et V, perpendiculaires entre eux. 

6. Nous pourrions ensuite séparer le plan H du plan \\ l'un 
portant la projection m^ du point m, l'autre sa projection m"", et 
lorsque nous voudrions retrouver la véritable position du point w, 
il nous suffirait de replacer horizontalement la feuille de papier, 
par exemple, sur laquelle tri" est tracée, de placer verticalement 
la feuille de papier sur laquelle est marquée m**, d'élever par les 
points m** et nfi" des perpendiculaires respectives aux plans de 
projection, et pourvu qu'à l'aide d'un repérage convenable, ces 
deux plans de projection aient été placés de nouveau , l'un par 
rapport à l'autre, dans la même position que primitivement, 
ces deux perpendiculaires se rencontreront nécessairement en 
un certain point qui ne sera autre que le point m. 

Ce repérage, c'est précisément ce qui détermine la position du 
point p sur la droite LT, ou, cequi revient au même, la position 
du point m sur la droite M que nous avons considérée en pre- 
mier lieu. 

Mais il est un moyen simple d'éviter ce raccordement des 
deux plans H et V , c'est de ne point les séparer , tout en évitant 
de leur conserver, l'un par rapport à l'autre, la position rec- 
tangulaire que nous venons de définir et qui serait fort incom- 
mode dans les opérations graphiques. 

7. Soit LT (PI. I, fig. 1) la ligne de terre tracée sur la feuille 
de papier, que nous considérons dans notre représentation 
comme étant le plan horizontal H, le plan Y serait un plan ver- 
tical élevé suivant cette ligne , comme le mur dont nous nous 
étions occupés dans notre première comparaison. La projection 
horizontale d'un point m pourra être en m*, et ce point m serait 
parfaitement déterminé pour nous si nous pouvions tout à la 
fois rapporter à la place convenable et le plan vertical et la pro- 
jection verticale du point m. Hais si nous supposons que ce plan, 
au lieu d'avoir été séparé du plan horizontal H, y soit resté fixé 
par l'intersection commune LT, que nous considérerons comme 
une charnière, et se soit rabattu d'avant en arrière sur la 
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même feuille de papier , il est faeiJe de ccmcevoiF que sur cette 
même feuiUe on puisse tracer les deux projections du point m. 
7n^ sera la proîeetioii borizoutale réelle de ce point ckos sa vé- 
ritable position ; et poiu: avoir la position vraie de m* , il fau- 
dra faire l'opération inverse de celle que nous venons de dé^ 
crire , c'est-à-dire &ire tourner d'un angle droit k positron de 
la portioit de pai»er sur laqirclle était représenté le plan ver- 
tical. 

Bans toute épure, chaque fois que Ton trouvera tracée une 
fign« de terre LT» accompagnée des projections horizontales ei 
verticales de certains pdnts, il faudra donc par la pensée se 
rendre compte du résultat de ce mouvement de relèv^aent aœi- 
tour de la ligne LT conddérée comme charnière » si Ton vent 
s'haUtner à lire convenablement la situation de ces points dans 
respaice» à Tesamen seul de leurs projections. 

8. Pour nous habituer davantage à ces considérations, nous 
énumérerons avec quelques détails les diverses positions qu'un 
point peut occuper dans l'espace, et les positions corre^n- 
dantes de ses projections. Cet examen a été parfaitement carac- 
térisé par cette expression : alphabet du point. 

Un plan est une surface indéfinie qui s'étend en tous sens, et 
qui n'est assujettie cpi'à cette seule condition : qu'une droite 
indétinie» qui a deux points communs avec ce plan, y est tout 
entière contenue. C'est sous ce point de vue général qu'il faut 
envisager les plans de projection , en telle sorte qu'on doit les 
considérer comme partageant tout l'espace en quatre portions 
formées de quatre angles dièdres droits, hors descpiels aucun 
point ne saurait se trouver, en même temps qu'ils se partagent 
réciprocpiament en deux parties suivant leur ligne LT dlnter- 
secti(»i. Ainsi le plan horizontal H sépare l'espace en deux par- 
ties, l'une supérieure, l'autre inférieure ; et le plan vertieaî V, 
quelle que soit sa situation,, divise par rapport à l'observateur,, 
l'espsœe en deux parties, l'une située en avant de ce plsm et 
Fautre située par derrière. Il importe que les espaces compris 
dans chacun de ces quatre angles dièdre» puissent être par&è- 
temeal désignés èans le langage, et le simple examen auquel 
nous venons de nous livrer nous offire de lui-même cette dési»- 
gnation avec toute k netleté démraUe. L'espace compris entare 
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la partie antérieure du phn horizontal et la partie supârienre 
du plan Tertical sera pour nous Tangle antérieur-supérieur : les 
trois autres espaces seront : Fangle antérieur-inférieur ^ Pangle 
supérieur-postérieur, et enfin Fangle inférieur-postérieur ; nous 
supposerons succcssirement que notre point m est situé dans 
Fintérieur de diacun de ces espaces. 

!• Le point est situé dans Fangle dièdre antérieur-supérieur : 
c'est le cas que nous avons examiné dans les considérations qui 
précèdent. Il résulte de cette situation particulière du point m 
que sa projection horizontale se trouve en avant de la ligne de 
terre, et quant à sa projection verticale, dont la véritable posi- 
tion est au-dessus du plan horizontal de projection, elle vient 
nécessairement se placer derrière la ligne de terre, comme on 
le vœt dans la lig. 1 (PI. I), lorsque la partie supérieure du plan 
vertical est rabattue, cùmme (m le suppose toujours dans les 
épures, sur la partie postérieure du plan horizontal. 

d. C'est id le lieo de remarquer que , si d'une part la ligne m% 
qui reste ifaoniable dans ce déplacement, est perpendiculaire 
à la ligne de tenre LT, il en est de même de la ligne m*/?, car 
cette ligne n'est antre chose que le rabaltemait d'une ligne que 
nous savons être perpendiculaire à la charnière LT ; dans ce 
mouvemaïkt, les rdations de position de tous les points contenus 
dans le jdan vertical V n'ont pas été modifiées ; or LT peut être 
CŒisidérée amune iqpparfenant à ce plan Y, et par conséquent 
Fangie Ifim"" n'a pu se modifier dans le rabattement ; il est resté 
un angle droit. Donc enfin, lorsque ce rabattement est ^ectué, 
les deux drdtes m^ et m> scmt dans le prolongement Fune de 
Fautre; elles ne forment qu'une seule et même droite perpen- 
âiodâire à la ligne de terre. 

Ce raiscHmemenl est identiquement appUcatde k toute autre 
poaftioit du point m, et celte c(mséquence s^exprime d'une 
mamèfe gâiécale en dissoit que les deux prc^etions éPun point 
s^mi né€essaireme»i placées sur tme mêiue perpenâiculmre à la 
ligne de terre. Cd éa[Èùocé ne doit jamais sortir de la mémoire, 
nous en forons un usage contînneL 

2» Le pœnt n est placé dans Fangle dièdre supéiewr-poeié- 
rieur. Pour peu que Fou réflédnsse à cette position particulière 
du point qœ Fom examine, on voit immédiatement qu'en abafe-> 
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sant de ce point n une perpendiculaire sur le plan horizontal, 
le pied de cette perpendiculaire, qui est par définition la pro- 
jection horizontale du point, tombe nécessairement derrière la 
ligne de terre : cette projection horizontale sera donc située 
comme eu ni'. Quant à la projection verticale avant le rabat- 
tement, elle s'obtient en abaissant une perpendiculaire du 
point n de l'espace, sur le plan vertical V, et l'on voit que le pied 
n* de cette perpendiculaire sera, comme dans le cas précédent, 
situé comme le point lui-même au-dessus du plan horizontal 
indéfini de projection, et comme c'est la partie supérieure du 
plan vertical qui, par suite de la convention adoptée, vient se 
rabattre, lorsqu'on veuf obtenir la figure plane que Ton appelle 
épure ^ sur la partie postérieure du plan horizontal , cette pro- 
jection verticale se trouvera aussi derrière la ligne de terre LT, 
et Ton pourrait craindre qu'il n'y eût confusion entre les deux 
projections du même point si les indices ^ et "^ que nous em- 
ployons, n'avaient pour effet de les distinguer l'une de l'autre. 
Les deux projections n* et n* doivent encore se trouver sur une 
même perpendiculaire à la ligne de terre, et les longueurs n^g 
et vCq comptées sur cette perpendiculaire sont encore respecti- 
vement les mesures des distances du point n au plan vertical et 
au plan horizontal de projection. 

Il convient cependant d'ajouter à cette remarque que la dis- 
tance n^q est maintenant comptée dans un autre sens que 
pour le point m , et cette différence indique qu'au lieu d'être 
en avant du plan Y de projection, le point n que nous venons 
de considérer est situé par derrière. 

3» Le point r est dans l'angle antérieur-inférieur, La projection 
horizontale r* est en avant de la ligne de terre. La projection 
verticale qui, avant son rabattement, était située au-dessous 
du plan horizontal , participe , lors de ce rabattement , au dé- 
placement général du plan V, dont la partie supérieure vient 
s'appliquer sur la partie postérieure du plan horizontal ; mais ce 
mouvement ne peut s'effectuer autour de la ligne LT considérée 
comme charnière, sans que la partie inférieure du plan vertical, 
qui n'est point modifié dans sa forme , y participe également , 
et sans qu'elle vienne se confondre avec la partie antérieure du 
plan horizontal. Les deux projections du point r seront donc 
placées , comme r* et r", sur une même perpendiculaire à la 
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ligne de terre, les seuls indices suffisant pour distinguer entre 
elles les deux projections. Nous remarquons encore que les 
longueurs qui mesurent sur cette perpendiculaire les distances 
respectives du point r aux deux plans de projection , sont pla- 
cées dans une position inverse de celles qui correspondent au 
point n , parce qu'en effet la situation du point r est l'inverse 
de celle du point n par rapport à chacun des plans de pro- 
jection. 

4*» Le point s appartient à Tangle postérieur-inférieur. La si- 
tuation est inverse de celle du point m par rapport à chacun 
des plans de projection , w* étant en avant de la ligne de terre , 
s* sera derrière ; m* étant en arrière, 5* sera nécessairement en 
avant , ainsi du reste que rétabliraient facilement des considé- 
rations analogues aux précédentes. 

iO. En outre de ces quatre positions générales qu'un point 
peut occuper dans l'espace, il en est d'autres plus particulières 
qui correspondent aux cas où le point donné est contenu dans 
l'un des plans de projection. 

S'il se trouve dans le plan horizontal , il est lui-même sa pro- 
jection horizontale comme en V" ; sa projection verticale est sur 
la Ugne de terre en r, puisque la ligne projetante est alors 
tout entière contenue dans le plan horizontal, et, par consé- 
quent , aussi son pied , qui n'est autre chose que la projection 
verticale. Le point u est un autre exemple, dans lequel le 
point donné est situé , dans le plan vertical , au-dessus du plan 
horizontal. 

Si le point était sur la ligne de terre , il serait à la fois sa 
projection horizontale et sa projection verticale. 

I i . Remarque. Lorsque cette circonstance se présente, comme 
pour les points n et r , que les deux projections du point donné 
sont situées du même côté de la ligne de terre, il peut arriver 
que ces deux projections se superposent dans le dessin : le 
point est alors également éloigné du plan horizontal et du plan 
vertical , puisque nfq , par exemple , devient égal à n'g, et par 
conséquent il est situé au milieu de l'angle que forment les 
deux plans de projection ; ce serait ici l'angle postérieur-supé- 
rieur. 



10 REPBISIlITÀTIOIf BI CA BKOITE. 

II. ftSPftB»HTÂTK»l DE LA DROITS. 

12. Une ligne n'étaat autre chose qu'une suite de points, ou, 
en d'âU(tres termes, étant la trc^ectoire d'un point qui se meut, 
toute ligne de l'espace sera parfaitement déterminée lorsqu'on 
connaîtra la projection de chacun de ses paints; mais lorsqu'il 
s'agit d'une ligrie droite, il n'est pas nécessaire de connaître 
toutes ces projections ; en général deux «ifâsent , car si par la 
droite d(mnée dans l'espace, que nous désignerons par A, nous 
menons un plan perpendiculaire au yian horizontal, par 
exemple , ce qui est toujours possible , toutes les perpendicu- 
laires que l'on pourrait abaisser des divers points de la droite 
sur le plan horizontal , ou , en d'autres termes, les lignes pro- 
jetantes de ces différents points sur le plan horizontal, seront 
nécessairement contenues dans ce i^an, qui sera, en effet, le 
lieu de toutes ces lignes projetantes, et que l'cm pourra appdler 
le plan p'ojeiaint de la droite. Puisqu'il contient toutes les Ugnes 
projetantes, il contient les pieds de toutes ces lignes sur le 
plan horizontal : ces pieds ne scml autre chose que la pro- 
jection même de la droite À , et cette projection , étant dès lors 
la commune intersection du plan projetant et du plan hori* 
zontal, ne saurait être qu'une ligne droite, car on sait que 
deux plans ne peuvent avoir qu'une droite pour intersection 
commune. 

Le même raisonnement est applicable au plan vertical , et 
l'on peut dès lors énoncer, d'une manière générale, que," 
quelle que soit la position d'une droite , ses projectiims sont 
également des lignes droites. 

iS. Il sait de là que les {nrojections d'une droite sont immé- 
diatement déterminées lorsque Ton connaît les projections de 
(feux de ses points : il suffit pour cela de joindre par une ligne 
droite les deux projections horizontales de ces points , ce qui 
donne fe projection horkontale de la droite ; la projection ver- 
ticale s'<A4ient en joignant également les projections verti- 
cales des deux points. Telle est la droite A (fig. 2) dont les deux 
projeetions A* et A% ont été obtenues au moyen des projections , 
1»* et n\ m* et n*, des deux points metn qui appartiennent à 
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cette étoile. Telle est aussi (fig. 3) la droite B, dont les pro- 
jections B^ et B^ sont dans une position difE^nte. La règle que 
nous Tenons d'énoncer est générale, et peut être i^ipliquée, 
quelle que soit la position des deux points connus , dans l'un 
quelconque des quatre angles dièdres formés par les deux plans 
de projection , car notre raisonnement n'a exigé ancmie hypo- 
thèse particulière sur cette position. 

14. Nous signalerons quelques-unes des poûtions partioNt- 
libres qu'une droite peut occuper, et les ^ves s'exerceront uti- 
lement à se bien rendre compte de la position des projectioas 
dans chacun de ces cas. Lorsqu'une droite (ftg- 4) est parallèle 
à l'un des plans de projection, sa projection sur ce {dan est ime 
parallèle à la droite elle-même , et sa projecticHi sur Tautre plan 
de projection est parallèle à la ligne de terre. La ligne A, dont 
les projections sont A* et A% est parallèle au plan V. 

Lorsqu'iHie drwte (fig. 6) est parallèle à la ligne de terre, 
ses deux projections sont également parallèles à cette ligne , et 
réciproquement. 

Lorsqu'une droite est perpendiculaire à Tun des plans de 
projection comme A (fig. 6), sa projection sur ce plan se ré- 
duit à un seul point, toutes les lignes projetantes se confondent 
en une seule , et l'autre projection est une perpendiculaire à 
la ligne de terre. 

Lorsqu'une droite, ssms être perpendiculaire à aueun des 
plans de projection, est cependant perpendiculaire à la ligne 
de terre , ses deux projections sont également perpendiculaires 
à cette ligne et ne forment sur l'épure qu'une seule et même 
ligne droite. Telle est la ligne B (fig. e). 

Lorsqu'une droite est dans le {dan bissecteur de l'angle dièdre 
supérieur'-antérieur, ses deux pro|ecti<Mis scmt également incli- 
nées sur la ligne de terre, parce qu'en effet les deux projeclions 
de chaque point considérées séparément sont également éloi- 
gnées de la ligne de terre. 

Lorsque la droite est contenue dans le plan bissectew* de 
l'angle dièdre sapérieur-postérieury powur chacun de ses points» 
les deux projecti(His se eonfondent, et , par conséquent , aussi 
les deux projections de la droite. Cette position et la précédente 
sont représentées en projectieii5(fig. 7). 
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Lorsqu'une droite est contenue dans l'un des plans de pro- 
jection , elle est elle-même sa projection sur ce plan , et son 
autre projection se confond avec la ligne de terre. (Voy. D, 
fig.8.) 

18. Généralement une droite est parfaitement déterminée 
par la connaissance de ses deux projections , car il suffit, pour 
la trouver dans l'espace, d'élever par sa projection horizontale 
un plan perpendiculaire au plan horizontal, d'élever par sa 
projection verticale ramenée à sa véritable position , un plan 
perpendiculaire au plan vertical : Tintersection de ces deux 
plans est la droite donnée dans Fespace. 

11 ne saurait y avoir d'exception à cette règle que si les deux 
plans projetants dont nous venons d'indiquer la construction 
ne se rencontraient pas ou étaient complètement confondus. 
Dans le premier cas , ils n'auraient point d'intersection ; dans 
le second cas , on ne saurait où la trouver. Or, le premier cas 
ne peut jamais se réaliser; pour que les plans ne se rencon- 
trassent pas, quelque prolongés qu'on les supposât, il faudrait 
qu'ils fussent parallèles, ce qui ne saurait s'accorder avec celte 
condition qu'ils doivent être respectivement perpendiculaires 
aux deux plans de projection , lesquels , loin d'être parallèles, 
sont par définition perpendiculaires entre eux. 

Le second cas, au contraire, celui de l'identité des deux 
plans projetants, se présente lorsque les deux plans projetants 
sont à la fois perpendiculaires à la ligne de terre comme pour 
la ligne B de la figure 6 ; il faut alors connaître les deux projec- 
tions de deux points de la droite, pour que sa situation dans 
l'espace soit parfaitement connue. En ne donnant les projections 
que d'un seul point, l'incertitude subsisterait encore pour la 
droite B, qui, tout en étant perpendiculaire à la ligne de terre, 
peut être diversement inclinée sur chacun des plans de projec- 
tion. Pour la droite A, au contraire, qui, dans l'exemple de la 
figure 6, est perpendiculaire au plan horizontal, sa projection 
horizontale, se réduisant au point unique A\ la droite elle-même 
s'obtient fort simplement dans sa véritable position en élevant, 
par ce point, une perpendiculaire indéfinie au plan horizontal. 

i6. Parmi les points d'une droite il en est deux, en général, 
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qui méritent une attention particulière ; ce sont ceux en lesquels 
la droite rencontre les plans de projection, et que Ton appelle 
ses traces : la trace horizontale d'une droite A est le point en 
lequel cette droite rencontre le plan horizontal , et cette défini- 
tion s'applique également en ce qui concerne le plan ver- 
tical. 

Nous ayons vu qu'une droite est toujours parfaitement déter- 
minée de position lorsqu'on connaît par leurs projections deux 
quelconques de ses points; les traces peuvent être, quand on les 
connaît, utilisées comme tous autres points pour cet objet, mais 
elles offrent cela de remarquable qu'elles donnent immédiate- 
ment les points en lesquels les deux projections de la droite 
rencontrent la ligne de terre, puisque chacune des traces, étant 
dans l'un des plans de projection , a nécessairement une de ses 
projections sur cette ligne de terre. Ainsi, si l'on considère la 
ligne A de la fig. 2 (PL I ), et si ses traces sont données à priori 
on connaîtra a* et a*, fe* et b* ; a* et ô* (ce dernier avant le rabat- 
tement) étant réellement les points en lesquels la droite A 
rencontre les plans de projection : a* et 6^ seront nécessairement 
sur la ligne de terre puisqu'ils sont respectivement les projections 
de deux points situés sur les plans de projections. Ainsi, la 
projection A^ de la droite A rencontre la ligne de terre en un 
point b" qui est la projection horizontale de la trace verticale de 
cette droite, et inversement la projection verticale A*, rencontre 
la ligne de terre en un point a'', qui est la projection verticale de 
la trace horizontale a^ de la droite A. 

III. PROBLÈMES RELATIFS A LA DROITE. 

17^ Il arrive rarement qu'une droite soit donnée par ses 
traces; si nous avons présenté cet exemple, c'est uniquement 
pour faire comprendre comment, étant données les projections 
d'une droite, on arrive à trouver ses traces , et cette recherche, 
nous aurons à la faire à chaque pas. 

La solution de ce problème élémentaire se trouve déjà écrite 
dans notre fig. 2, car si b^y qui est la projection horizontale d'un 
certain point b de l'espace est sur la ligne de terre, c'est que ce 
point b se trouve dans le plan vertical de projection, et sa pro- 
jection verticale 6* est sur la perpendiculaire 6*6* élevée par 
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V" sur la li^e de \j&cte : le point b de l'espace dont les projec- 
tiens sont 9^ et 6", est donc à la fois sur k droite A et dans te 
pian vertical; donc U est la trace verticale de cette droite, et, 
comme d'ailleurs , il est lui-même sa projection verticale , le 
point ^ n'est autre diose que cette trace b elle-même. 

De même a^ est la trace horizontale de la droite Â , de sorte 
que ia règle générale à l'aide de laquelle on peut déterminer les 
traces d'une droite s'énonce ainsi : prcdonger les projections de 
cette droite jusqu'à la ligne de terre , élever , par les points de 
rencontre , des perpendiculaires sur cette ligne; les pomts où 
les perpendiculaii^ viennaat rencontrer les projections de la 
droite sont les tracfô de m^e nom que les pn>jecti<ms aux- 
quelles ces derniers points appartiennent ^ 

La figure 3 offre une application de cette règle dans é&& cir« 
constances un peu disantes; la même série de raisonnements 
conduirait au même résultat 

La connaissance des traces d'une droite est préciettse en ce 
que l'esprit saisit âtdlement la position qu'occupe dans l'espace 
la droite qui les réunit; il n'a pour ainsi dire aucun effort à 
^re, la traoe horizontale est sur le plan de l'épure un des 
points de la droite elle-même; et pour se rendre compte de la 
position qu'elle occupe réellement, il suffit de se représœter le 
point en lequel viendrait se placer la trace verticale après le 
relèvement du plan vertical de projection qui la contient. 

i8. Nous appliquerons œcore ce que nous avons dit de la ^ 

projection des droites à un problème fort simple qui en découle 
immédiatement Si d" et a" (PL H, fig. 1 ; sont les deux projec- 
tions d'un point a de l'espace , et pour cela nous savons qu'ils 
doivent se trouver sur une même perpendiculaire à la ligne de 
terre LT; toute droite qui passera par ce point aura pour pro- 
jection des droites qui pieseronl par les projections de ce point , ^ 
car la prc^ection de la droite n'est par définttion que le Heu 
des projections de ses différents points : si Â*" et A* ne pas- 
saient pas respectivement par o^ et tf**, la droite A ne passerait 
évidemment pas par le point a. 

De cette remarque on conclut que pour que deux droites se 
coupent, il faut que leurs projections horizontales et leurs pro- 
jections verticales se renconb*ent respectivement en deux points 



P109LEMES JJtUTffS A Là MOlII. 15 

qui soient salués sur une même perpendicalaire à Ugne de 
terre. A^ et A* (ûg. 2) étant les deux projections d'une œr- 
tâine droite A, nous venons de voûr ea effet que si cette 
droite passe psur k point «, A^ passera par a\ projection hori* 
zûolale de «, et A"" par la projection verticale a* de ce même 
point; si une deuxîènie droite B passe paiement par le point «^ 
ses deux profections B* et B* passeront également par les deux 
projections du point a; et comme les deux projections o^ et tf* 
d'un point sont toujours placées sur une m^e perpendiculaire 
à la ligne de lierre, Ténoncé de notre principe se trouve ainsi 
vérifié. Ainsi (fig. 3), les deux droites C et D r^résentées res- 
pectivement par leurs projection», ne se rencontrent pas dans 
l'espace , le point c*, en lequel leurs projections verticales , par 
exemple, se croisent, peut bien être considéré à fat fois comme 
la projection verticale d'un certain point de la droite C, et la 
projection verticale d'un ca*tain point deia droite D, mais ces 
deux points de l'espace ne sauraient se c(Mi£ondre. Pour idrtenir 

la pnfjfiriinn faariamtalft du pnînt g qui sft proy^tiA vgHîrftJAfiifjqt 

ai c% et qui appurti^t k la droite€, il faut abaisser de c* une 
perpendiculaire Cp sur la ligne de terre, prolonger cette per- 
pendicidaire jusqu'à ce que l'on rencontre en c^la projection C* 
de la droite ; on obtiendrait de la même manière la projection dl* 
du point de la droite D qui correspond à i^, ce qui déuiODtre 
d'uiK autre manière encore que si <r^ et d'' ne se ccarfandentpas, 
e'est que les deux droites ne peuvent avoir un point commun 
dont la projection verticate s^ait <f; le prâit d'intersection ne 
saurait être non plus ailleurs, car les projections verticaks ne 
se ra[icontrent en aucun autre point; donc les deux droites i^ 
se coupent nulle part, ou, en d'autres termes, elles ne sont pas 
dans un même plan. 

La figure 4 n'est qu'un nouvel ex^npk de la détermination 
du point de rencontre de deux droites avec des données {dacées 
dans des positums différentes. 

19. Nous venoss de voir comment on reconnaît que deux 
droites se rencontrent ; examinons maintenant comment le 
parallélisme de deux droites est indiqué dans te mode de rq>ré« 
sentation employé en géométrie descriptive. Soient A^ et A' 
(fig. 5), les deux projections d'une droite A ; A\ c'est par défi* 
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nition Tintersectioii du plan projetant de la droite A sur le 
plan horizontal avec ce dernier plan : ce plan projetant est com- 
plètement déterminé par cette double condition de passer par 
la droite et d'être perpendiculaire au plan horizontal de pro- 
jection. Or, n'est-il pas évident que si une autre droite B est 
parallèle à la première, son plan projetant, déterminé aussi 
par cette double condition d'avoir à contenir la droite B et 
d'être perpendiculaire au même plan horizontal , sera parallèle 
au plan projetant de la droite À. Ces deux plans projetants étant 
parallèles, leurs intersections avec un même plan, le plan hori- 
zontal, sont aussi parallèles en vertu d'un principe démontré 
dans tous les traités de géométrie élémentaire. Ces intersections 
ce sont les projections des deux droites; donc, enfin, si les 
droites À et B sont parallèles, leurs projections sur le plan hori- 
zontal le sont également. 

Le même raisonnement s'applique , sans y rien changer, aux 
projections verticales considérées avant le rabattement que 
l'épure suppose ; et sa conclusion est par conséquent applicable 
aussi à ce qu'elles deviennent après le rabattement, car cette 
opération ne modifie en aucune façon les rapports de position 
que les différentes figures tracées sur le plan vertical ont entre 
elles. 

Cette condition du double parallélisme des projections hori- 
zontales entre elles et des projections verticales entre elles, est 
d'ailleurs parfaitement suffisante ; car si l'on cherche à recon- 
struire les deux droites au moyen de leurs plans projetants , 
ces plans sont parallèles deux à deux comme passant par deux 
droites parallèles et étant perpendiculaires à un même plan , le 
plan de projection que l'on considère ; on sait que les intersec- 
tions de ces plans entre eux seront nécessairement parallèles; 
et parmi ces intersections se trouvent les droites À et B elles- 
mêmes. 

Cela posé , si par un point c de l'espace, donné par ses deux 
projections c^ et c*, on veut mener une parallèle à une droite 
A, donnée (fig. ô) par ses deux projections A'^ et A*", il suffit de 
mener par les projections du point c les parallèles B'* et B% à^* 
et A', pour avoir immédiatement les projections de la droite 
cherchée. La figure 6 est un autre exemple de cette solution réa- 
lisée dans d'autres circonstances. 
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IV. REPRESENTATION DU PLAN, 



t. 



20. Lorsque l'on a plusieurs points à représenter sur une 
épure, rien n*einpêche de les indiquer chacun par leurs deux 
projections; et Ton conçoit que tout système de points peut se 
prêter à ce mode de représentation. Il en est de même pour 
plusieurs droites dont chacune a ses projections distinctes , et 
qui , à Taide de notations spéciales que nous aurons bientôt à 
indiquer en détail, peuvent se croiser dans tous les sens sans 
entraîner de confusion. Il n'en serait plus ainsi pour tous les 
points d'un plan. Un plan, c'est une surface indéfinie qui, à 
l'exception du cas où il serait perpendiculaire au plan de pro- 
jection que Ton considère , est telle, que les projections de ses 
différents points couvriraient entièrement ce plan de projec** 
tion, quelque prolongé qu'on le suppose. On ne saurait donc 
représenter commodément un plan par les projections de tous 
ses points, et la géométrie descriptive a recours à un autre 
mode de représentation au moyen des traces de ce plan sur les 
deux plans ordinaires de projection. On a déjà compris que les 
traces d'un plan , ce sont les intersections de ce plan avec les 
deux plans de projection ; et ces lignes, comme les traces d'une 
droite, offrent cet avantage de peindre à l'esprit la véritable 
position du plan dans l'espace , car la trace horizontale est déjà 
une droite que le plan doit contenir ; pour peu que l'on soit 
habitué à la méthode des projections, la vraie situation de la 
trace verticale avant le rabattement apparaît aussi de la manière 
la plus claire, et il en est de même, par conséquent, du plan 
qui passe par ces deux droites. 

SI. Il est à remarquer que la ligne de terre étant à la fois 
dans le plan horizontal et dans le plan vertical de projection , 
le point en lequel cette ligne est coupée par le plan donné , ap- 
partient à la fois aux trois plans, et, par conséquent, à la 
trace horizontale et à la trace verticale du plan que Ton coii* 
sidère , ce qui fait voir que les deux traces d'un plan se coupent 
toujours en un même point de la ligne de terre , comme , par 
exemple , les deux traces HP et VP du plan P dans la figure 1 
de la planche in« 
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Cependant , pour que le plan soit parfaitement déterminé , il • 
n'est pas nécessaire de connaître le point en lequel ses traces 
viennent rencontrer la ligne de terre : le plan Q (fig. 2) est tout 
aussi bien déterminé que le plan P; mais les deux droites HQ 
et VQ ne pourraient être les traces d'un même plan, si, prolon- 
gées, elles rencontraient la ligne de terre en des points 
différents. 

22 . Ce point de rencontre commun est à rinfini dans certaines 
circonstances , qu'il n'est pas inutile d'indiquer. 

Si le plan donné est parallèle à la ligne de terre, son inter- 
section avec l'un ou l'autre des deux plans de projection ne 
peut manquer aussi d'être parallèle à cette ligne , car si par 
un point quelconque de l'intersection commune on mène une 
parallèle à la ligne de terre , cette parallèle sera comprise à la 
fois dans le plan de projection et dans le plan donné : elle sera 
donc elle-même Fintersection ; donc, la trace horizontale HP et 
la trace verticale VP du plan P seront toutes deux parallèles à 
la ligne de terre, comme dans la figure 3. Il suffirait d'ailleurs 
que l'une des traces fût parallèle à la ligne de terre pour que 
l'autre le fût également, puisque, ainsi que nous l'avons vu, 
les deux traces d'un même plan doivent toujours se couper 
sur la ligne de terre : si Tune des deux ne la rencontre pas, 
l'autre ne saurait non plus la rencontrer. 

Il y a même un cas dans lequel Tune des deux traces n'existe 
plus : c'est , ainsi que le montre la figure 4 , quand le plan 
donné est parallèle non plus seulement à la ligne de terre, 
mais à l'un des plans de projection , au plan horizontal , par 
exemple. Le plan horizontal n'étant plus rencontré par le plan 
donné qui lui est parallèle , la trace horizontale n'existe pas, et 
le plan est parfaitement déterminé par sa seule trace verticale, 
à la seule condition que Ton sache qu'il n'en a pas d'autre. 

23. Nous mentionnerons encore quelques autres cas particu- 
liers. Quand un plan (fig. 5) est perpendiculaire à l'un des 
plans de projection, sa trace de nom contraire est perpendiculaire 
à la ligne de terre, car, s'il s'agit, par exemple, d'un plan P 
perpendiculaire au plan vertical , ce plan et le plan horizontal 
de projection étant h la foi^ perpendiculaires au plan vertical , 
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leur commune intersection , qui n'est autre chose que la trace 
horizontale du plan , sera elle-même perpcndiculau-e au plan 
vertical , et , par conséquent , à la ligne de terre , qui peut être 
considérée comme une droite menée dans le plan vertical par 
le pied de la trace sur ce plan. 

La figure 6 se rapporte à un plan qui est à la fois perpendicu- 
laire aux deux plans de projection : les deux traces se confon- 
dent et sont dans le prolongement Tune de l'autre suivant une 
perpendiculaire à la ligne de terre LT. 

Remarques. Dans les trois derniers cas qui viennent de nous 
occuper, Tune des projections de chacun des points contenus 
dans le plan donné, est située sur la trace de ce plan ; ce que 
Ton peut exprimer en disant que tout ce qui est contenu dans 
un plan perpendiculaire à Tun des plans de projection , se 
projette sur ce plan suivant la trace même du plan donné et 
cette trace peut être considérée comme la projection du plan. 

Ce n'est pas dans le seul eas de la figure 6 que les deux traces se 
réduisent à une seule et même ligne droite; la figure 7 nous en 
offre un autre exemple auquel la figure 8 nous servira d'intro- 
duction. Si , dans la figure 1, nous avons donné aux angles que 
forment les traces avec la ligne de terre des grandeurs diffé- 
rentes , rien n'empêche cependant que ces deux angles soient 
égaux; alors le plan est symétriquement placé par rapport aux 
deux plans de projection. Si, en effet, on ramène par la pensée 
le plan vertical , maintenant couché sur l'épure , dans sa véri- 
table position , on voit clairement que les deux droites qui dé- 
terminent la position du plan sont identiquement placées de la 
même manière , par rapport à la ligne de terre , et ce sont ces 
^ules lignes qui fixent la position du plan. 

Mais si les deux traces sont telles, en véritable position, qu'elles 
fassent avec la ligne de terre des angles supplémentaires Tun 
de l'autre, comme ces angles ne changent pas lors du rabatte- 
ment, qui entraine, sans aucune modification déposition rela- 
tive, le plan vertical et toutes les traces qu'il contient, p (fig. 7), 
après comme avant le rabattement, étant le supplément de a, la 
somme des deux angles a et p sera égale à deux angles droits, 
et par conséquent les deux droites HP, VP seront en ligne 
droite. 
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Il existe une telle position du plan pour chaque valeur arbi- 
traire donnée à l'angle a. 

24. Un plan est toujours parfaitement déterminé lorsque Ton 
connaît deux droites qu'il doit contenir; ses deux traces suffi- 
sent donc à cette détermination, mais il n'en serait plus de 
même si ses deux traces ne formaient en réalité dans Tespace 
qu'une seule et même ligne droite. Il est vrai que l'une des 
deux traces étant dans le plan horizontal et l'autre dans le plan 
vertical , ne sauraient se confondre avant le rabattement que 
dans cette seule circonstance où la ligne commune est la ligne 
de terre elle-même; alors, en effet, la connaissance de cette 
trace unique ne suffit plus à la détermination du plan , cette 
trace pouvant à la fois s'appliquer à toutes les positions que 
prendrait un plan quelconque passant par cette ligne de terre 
en tournant autour d'elle comme autour d'une charnière. C'est 
le seul cas dans lequel il soit nécessaire de connaître, en outre, 
les projections d'un des points du plan. C'est à celte nécessité 
que l'on est également conduit pour toute droite, qui, rencon- 
trant la ligne de terre , lui serait normale. 

La même indétermination n'existe pas dans le cas de la 
figure 7, encore bien que les deux traces se confondent sur 
l'épure, mais elles forment dans l'espace deux droites parfai- 
tement distinctes qui suffisent complètement à fixer la position 
du plan. 

S5. En général, nous avons vu qu'un plan avait deux traces: 
la partie de ce plan comprise entre les deux traces est celle sur 
laquelle on doit plus particuUèrement porter l'attention , si l'on 
veut parvenir à se le représenter dans sa véritable position. Ces 
traces , pourvu qu'elles se coupent en un point de la ligne de 
terre, peuvent d'ailleurs être dirigées d'une manière quel- 
conque dans chacun des plans de projection , et ces lignes sont 
indéfinies comme le plan lui-même, car elles ne sont autre chose 
que l'intersection de deux plans. Ce serait donc se faire une 
idée fausse des traces d'un plan que de croire qu'elles se termi- 
nent à la ligne de terre. En ce qui concerne la trace horizon- 
tale , il faut la considérer comme une droite indéfinie dont une 
partie se trouve dans la partie antérieure du plan horizontal de 



BEPRÉSENTATÏON DU PLAN. 21 

projection , et l'autre dans la partie postérieure ; la trace verti- 
cale se prolonge de la même manière dans la partie supérieure 
et dans la partie inférieure du plan vertical ; et ces deux droites 
réalisent dans l'espace cette figure géométrique bien connue 
de deux droites qui se coupent en formant entre elles quatre 
angles-plans opposés deux à deux par le sommet. Des notations 
spéciales que nous apprendrons bientôt à connaître, seront 
nécessaires pour éviter la confusion, qui pourrait naître de cet 
état de choses , entre ces lignes indéfinies qui sont pour nous la 
représentation du plan. 

V. PROBLÈMES SUR LE PLAN ET SUR LA DROITE. 

26. Afin de nous familiariser avec les considérations qui 
précèdent, et de bien nous habituer à voir au moyen d'une 
épure les points, les droites et les plans tels qu'ils sont dans 
l'espace , nous aborderons immédiatement un certain nombre 
de problèmes simples que l'on pourrait presque appeler des 
problèmes de lecture, parce qu'il suffit de lire convenablement 
le dessin pour que leur solution apparaisse d'elle-même. 

27. Un point étant donné par ses projections et un plan par 
ses traces , comment reconnaître si le point est situé dans le 
plan? 

Il semblerait à priori que cette vérification doive se présenter 
aussi simplement que lorsqu'il s'agit de reconnaître si un point 
est situé sur une droite ; mais il faut ici avoir recours à des 
considérations différentes , parce que le plan n'est pas comme 
la droite représenté en géométrie descriptive par des projections. 
Si un point est dans un plan , toute droite qui passera par ce 
point et sera parallèle à une droite quelconque située dans ce 
plan, devra également y être tout entière contenue. Or, nous 
connaissons immédiatement la direction d'une des droites du 
plan P donné par ses traces HP, VP (PL IV, fig. 1). La trace hori- 
zontale HP est une droite de ce plan , et la projection verticale 
de cette droite est la ligne de terre elle-même. Si donc, par le 
point m de l'espace, nous menons une parallèle à HP, les pro- 
jections de cette parallèle seront : l'une A'^ parallèle à HP, etFautre 
A" parallèle à la ligne de terre. Cette droite ne rencontre pas le 
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plan horizontal , puisqu'elle est parallèle à ce plan , mais elle ai 
pour trace verticale le point »* obtenu en élevant la perpendicu- 
laire nV à la ligne de terre par le point n* de rencontre de A'^ 
avec celte même ligne. 

Or, VP, c'est la trace du plan P ; ce plan ne saurait avoir, avec 
le plan vertical de projection, de points communs que sur cette 
ligne VP; donc il faut que n" soit sur VP pour que le point m 
soit dans ce plan. Cette condition est d'ailleurs suffisante , car 
elle exige que le point soit situé sur une droite contenue tout 
entière dans ce plan. 

Les mêmes considérations amèneraient à conclure que la 
trace horizontale ^ de la droite B, menée par le point m paral- 
lèlement à VP doit se trouver sur la trace horizontale HP du 
plan donné P; mais si la première condition est satisfaite, celle- 
ci le sera nécessairement. 

28. De là une règle fort simple pour résoudre le problème 
suivant : Étant donnée la projection d'un point situé dans un 
plan, trouver l'autre projection, m* est donné, et il faut con- 
struire m", de manière que le point m soit dans le plan P. Me- 
nons par m'* la projection horizontale de l'horizontale A'^ ; met- 
tons »* en projection verticale, c'est-à-dire déterminons sur 
VP la projection verticale de ce point; traçons A* parallèlement 
à la ligne de terre, et enfin mettons m!' en projection verticale 
sur A* ; nC sera le point cherché. 

29. La droite A que nous venons de considérer, est ce que 
l'on appelle avec raison une horizontale du plan , parce qu'ef- 
fectivement elle est une ligne horizontale contenue dans le 
plan ; mais la désignation de verticale du plan, donnée la plupart 
du temps, en géométrie descriptive, à la droite B, parallèle à la 
trace verticale du plan, n'est pas comme la première à l'abri de 
toute critique, puisque réellement une telle ligne n'est pas ver- 
ticale. Quoi qu'il en soit, nous nous en servirons fréquemment, 
et nous remarquerons que cette verticale B du plan P, peut tout 
aussi bien être employée que l'horizontale A de ce même plan, 
pour reconnaître si le point m y est situé. 

Quand le plan donné occupe certaines positions particulières, 
les mêmes raisonnements sont toujours applicables. La figure 2 



FROBLkMIS SUR LI FLAN BT SUR LA DROITE. 23 

donne nn exemple de cette vériflcation dans des conditions dif- 
férentes. 

30. Pour savoir si une droite est située dans un plan, il n'est 
{dus besoin d'avoir recours à des constructions auxiliaires; la 
considération des traces suffit à la vérification. En effet, la trace 
d'une droite étant le point même en lequel cette droite vient 
percer le plan de projection, est un des points de la trace de 
tout plan qui passerait par cette droite. Si donc une droite est 
située dans un plan , la trace horizontale de la droite sera sur 
la trace horizontale du plan , et sa trace verticale sera également 
sur la trace verticale de ce plan; d'ailleurs cette condition est 
suffisante, car une droite est complètement déterminée de posi- 
tion par ses deux traces; et quand elle a deux points communs 
avec le plan , on sait qu'elle y est tout entière. 

La droite A (fig. 3) est dans le plan P, parce que les conditions 
précédentes sont à la fois satisfaites. Si la trace o^ de la droite 
se trouvait sur la trace HP du plan P, sans qu'il en fût de même 
dn point ft* par rapport à YP, la droite A ne serait pas dans ce 
plan. 

" 3i. Nous pouvons dès lors résoudre d'une manière très-sim- 
ple le problème suivant : Étant donnée une des projections A^ 
d'une droite A, construire sa projection verticale, par cette 
condition que la droite A est dans le plan P. 

A"" est donné en même temps que HP et VP ; nous connaissons 
donc o* et 6", nous mettons ces deux points en projection hori- 
zontale , le premier sur HP, le second sur la ligne de terre , et 
joignant ces deux projections horizontales a* et V"^ nous ob- 
tenons la projection cherchée A*. 

La figure 4 est un autre exemple de cette même recherche : 
la notation seule suffit pour la suivre sur l'épure. 

39. Un plan est complètement déterminé lorsque l'on connaît 
deux droites qu'il renferme : construire ses traces est chose fort 
simple , car la trace verticale doit passer par les traces verticales 
des deux droites, et de même .la trace horizontale est la ligne 
droite qui passe par leurs deux traces horizontales respectives. 

Le plan P représenté , figure 5, par les traces HP et VP, ren 
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ferme en effet les deux droites Â et B, puisque les traces du 
plan contiennent les traces des deux droites. 

Cette construction, ainsi qu'on peut le voir figures 5 et 6, 
conduit à une vérification qui consiste en ce que les deux traces 
viennent nécessairement se couper en un point de la ligne de 
terre. Sans cela elles ne sauraient être les traces d'un même plan. 

On pourrait , dans le cas de la figure 6 par exemple , se conten-^ 
ter, pour tracer la trace horizontale , du point p et de la trace 
horizontale af" de Tune des droites. 

Observation. Pour que deux droites puissent déterminer un 
plan , il faut qu'elles se coupent ou qu'elles soient parallèles , ce 
qui exige dans le premier cas, que le point de rencontre de 
leurs projections horizontales et celui de leurs projections ver* 
tlcales soient sur une même perpendiculaire à la ligne de terre ; 
et dans le second cas , que leurs projections soient respective- 
ment parallèles. 

Le tracé reste absolument le même s'il s'agit de faire pas- 
ser un plan par trois points , car ces trois points joints deux 
à deux fournissent trois droites , et deux d'entre elles arbi- 
trairement choisies , sont suffisantes pour la détermination des 
traces du plan cherché ; quelles que soient celles de ces lignes 
dont on fasse choix pour trouver les traces du plan , on arrive né- 
cessairement au même résultat, car elles sont toutes contenues 
dans un même plan qui est le plan cherché. 

53. On dit en géométrie : qu'une droite est parallèle à un 
plan , lorsque cette droite et ce plan ne peuvent se rencontrer à 
quelque distance qu'on les prolonge l'un et l'autre, et cette 
définition est encore applicable lorsque l'on considère deux 
plans parallèles. 

C'est en partant de cette définition , que l'on arrive à démon- 
trer qu'une droite est parallèle à un plan , toutes les fois que Ton 
peut tracer dans ce plan une parallèle à la droite. Cette pro- 
priété fournit à la géométrie descriptive les moyens de recon- 
naître si un plan donné est parallèle à une droite donnée. HP et 
VP (PI. 5, fig. 1) sont les traces du plan, A* et A* les projec- 
tions de la droite. Par un point quelconque m du plan , que 
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pour plus de simplicité je choisis dans le plan horizontal, et qui 
aura par conséquent pour projections «i* et m', m* étant situé 
sur HP, et m" sur la ligne de terre, je mène une parallèle B à A : 
les projections de B seront respectivement parallèles aux pro- 
jections de A; elles sont tracées en B'^ et B", et puisqu'elles sont 
ainsi déterminées, je connais immédiatement en n" la trace 
verticale de cette droite B , en mettant n* en projection verticale ; 
si n'' tombe sur YP, le plan P est parallèle à la droite A, car il 
contient une parallèle B à cette droite; dans le cas contraire ce 
parallélisme n'existe pas. 

Cette condition étant reconnue suffisante et nécessaire, nous 
pouvons résoudre en quelques mots les questions qui se rap* 
portent au parallélisme des droites et des plans. 

34. Par un point donné mener une parallèle à un plan donné. 

Cette question est indéterminée > car par un point on peut tou- 
jours mener une infinité de parallèles à un plan. Considérons 
une ligne quelconque B du plan, si par le point donné a, nous 
menons une parallèle à cette droite, elle satisfera à la condition 
énoncée. A (fig. 2) sera cette parallèle représentée parles deux 
projections A* et A". 

Autant on peut mener de droites dans le plan P, autant on 
obtiendra ainsi de parallèles à ce plan : on en pourrait trouver 
une infinité, mais toutes sont contenues dans un même plan Q , 
parallèle au plan donné. 

38. Par un point donné mener un plan parallèle à une droite 
donnée. 

Le problème est également indéterminé, car ces conditions 
ne suffisent pas pour fixer la position du plan. 

Le plan cherché doit passer par le point m , et être parallèle 
à A, donc il doit contenir la parallèle B menée par le point m à 
la droite A; et s'il satisfait à cette condition, il satisfera à toutes 
les conditions de renoncé. A* et A* (fig. 3) sont les projections 
de A ; par conséquent B^ et B' les projections de la parallèle B ; 
et tout plan P dont les traces passeront respectivement par les 
traces de B, sera, comme Tindique Fépure, parallèle à la droite A, 
car il satisfait à la seule condition nécessaire pour le parallé* 
lisme, et il passe par le point m. 
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36. Par nne droite donnée mener un plan parallèle à une droite 
donnée, 

La même indétermination n'existe plus, la position dn plan, 
cherché n'a plus rien d'arbitraire, elle est parfaitement fixée 
par cette double condition pour le plan, de contenir la droite M, 
et d'être parallèle à A. Prenons sur M un point quelconque m , 
et concevons que l'on ait mené par ce point une droite B paral- 
lèle à Â; le plan qui passera par M et par B remplit toutes les 
conditions que l'on désire , et il se trouve ainsi obtenu de la 
manière la plus simple. 

a»* et m" (fig. 4) sont les projections du point m pris arbitrai- 
rement sur la droite (M*, M''); B'^, B* sont les projections de la 
droite B; a^ est une des traces de B, l'autre serait située hors 
du cadre ; p^ et ^* sont les traces de M ; enfin HP et VP sont les 
traces du plan P cherché» 

37. Si deux plans parallèles P et Q sont rencontrés par un 
troisième (H ou V) situé, par rapport aux premiers, d'une ma- 
nière quelconque, les deux intersections sont deux droites pa- 
rallèles. Donc (fig. 5), pour que deux plans soient parallèles, il 
faut que les traces horizontales et les traces verticales soient res- 
pectivement parallèles , comme HP et HQ, VP et VQ. 

Cette double condition est suffisante : la position de chacun 
des deux plans est parfaitement déterminée par la connaissance 
de ses deux traces. 

38. La seule application que nous donnerons de ce principe 
est celle-ci : Par un point donné mener un plan parallèle à un 
pian donné. 

P (fig. 6) est le plan donné par ses traces, m le point connu 
par ses projections ; il faut faire passer par le point m un plan 
û dont les traces soient respectivement parallèles aux traces du 
plan P. Nous obtiendrons une horizontale de ce plan en menant, 
par les projections du point m, G" parallèle à HP et C* parallèle à la 
ligne de terre; la trace £?• de celte droite est dès lors connue; 
menant par c' une parallèle à VP, nous obtenons la trace ver- 
ticale VQ du plan cherché ; cette trace vient rencontrer la ligne 
de terre en un point p qui appartient à la trace horizontale du 
plan Q, puisque les deux traces d'un même plan se rencontrent 
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toujours sur la ligne de terre ; donc il suffit de mener par ce 
point p la droite HQ parallèle à HP, pour que la seconde trace 
du plan Q soit également déterminée. 

59. Quoique nous ne nous soyons pas occupé jusqu'ici de la 
condition de perpendicularité de deux droites, parce qu'elle 
ne peut s'exprimer graphiquement d'une manière simple, nous 
ne passerons pas sous silence celle qui est relatiye au cas d'une 
droite et d'un plan perpendiculaires entre eux. 

Si une droite Â est perpendiculaire à un plan P, la projection 
A* est perpendiculaire à la trace HP. 

Pour le démontrer, considérons le plan projetant X de la 
droite Â ; il est perpendiculaire au plan P, puisqu'il renferme 
la perpendiculaire Â à ce plan ; donc il est à la fois perpendi- 
culaire au plan horizontal de projection et au plan P; donc il 
est perpendiculaire à la commune intersection de ces deux 
plans, c'est-à-dire à la trace HP; donc, enfin HP perpendicu- 
laire au plan X , est perpendiculaire à toute droite qui passe 
par son pied dans ce plan , et en particulier à la droite A'' qui 
n'est autre chose que la projection de la droite A. 

Le même raisonnement est applicable en ce qui concerne le 
plan Ycrtical , et l'on peut énoncer le principe suivant : Toutes 
les fois qu'une droite est perpendiculaire à un plan, les pro- 
jections de la droite sont respectivement perpendiculaires aux 
traces de même nom du plan. 

Cette condition est suffisante pour que la droite et le plan 
soient perpendiculaires l'un à l'autre , car elle fixe d'une ma- 
nière certaine les directions respectives des traces du plan, et 
par conséquent la direction même de ce plan dans l'espace. 

Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, récipro- 
quement ce plan est perpendiculaire à la droite ; ce qui prouve 
que la condition précédente pourra être également invoquée , 
soit pour tracer une droite normale à un plan, soit pour tracer 
un plan perpendiculaire à une droite. Nous offrirons un exem- 
ple de chacun de ces problèmes. 

40. Mener par un p^Hnt donné une perpendiculaire à un plan 
donné. 
Par le point m (PI. VI, fig. 1) il faut mener une perpendicu- 
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laire au plan P. Soit A celte perpendiculaire , on obtiendra A.*^ 
en menant par nH' une perpendiculaire à HP, et la projection 
verticale, en abaissant de m* la perpendiculaire A* sur VP. 

4t. Mener par un point donné un plan perpendiculaire à une 
droite donnée. 

Par le point m (fig. 2) il faut mener un plan P perpendiculaire 
à la droite A. HP sera perpendiculaire à A'^, VP à A". De la con- 
naissance de ces directions, il résulte que nous pourrons immé- 
diatement obtenir une horizontale ou une yerticale de ce plan P. 
Voulons-nous avoir une verticale , nous savons que sa projec- 
tion verticale doit être parallèle à la trace verticale du plan , et 
par conséquent être comme cette trace perpendiculaire à la pro- 
jection A" de la droite donnée ; donc B* qui passe par wi*, sera la 
projection de cette verticale du plan P, dont les traces nous 
sont inconnues encore, et sa projection horizontale sera B,^, 
menée par m*, parallèlement à la ligne de terre. La trace a^ 
de cette droite est sur la trace HP encore inconnue du plan ; par 
conséquent nous obtenons cette trace en menant par a^ la per- 
pendiculaire HP à la projection horizontale A* de la droite A. Le 
point p qui appartient à la fois aux deux traces, nous donne 
lé moyen d'obtenir ensuite VP, en abaissant du point p une per- 
pendiculaire sur A''. 

Le plan ainsi construit contient le point m , car il contient 
la ligne B qui passe par ce point , et il est perpendiculaire à la 
droite A, car ses traces sont respectivement perpendiculaires aux 
projections de cette droite. On arriverait au même résultat en 
se servant d'une horizontale du plan cherché. 

42. U faut bien observer que c'est seulement dans le cas 
d'une droite et d un plan perpendiculaires entre eux , que les 
lignes qui représentent le plan sur les plans de projection sont 
respectivement perpendiculaires aux lignes qui représentent la 
droite. Cette relation géométrique n'existe plus, ni pour des 
droites perpendiculaires entre elles, ni pour des plans perpen- 
diculaires entre eux; mais dans ces cas encore on peut faire 
servir indirectement le principe que nous venons de poser, 
pour arriver à la solution des problèmes sur des droites ou 
sur des plans respectivement perpendiculaires. Voici quelles sont 
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à cet égard les constructions dont on a le plus fréquemment 
besoin en géométrie descriptive. 

45. Par un point donné abaisser une perpendiculaire sur une 
droite donnée. 

L'épure 2 de la planche 6 nous a appris à mener par un point m 
un plan P perpendiculaire à une droite donnée Â. U est clair 
que si , après avoir mené un pareil plan , nous parvenions à 
connaître le point n en lequel ce plan est rencontré par la 
droite A, il suffirait de joindre le point m au point n par une 
droite, qui serait la perpendiculaire cherchée. 

Mais nous ne savons pas jusqu'ici trouver Tintersection d'une 
droite et d'un plan , et nous n'apprendrons à le faire qu'au 
moment où nous nous occuperons des intersections en général. 
Voici donc un problème fort simple dont la solution ne peut 
être obtenue par les considérations qui précèdent. Nous aurons 
d'ailleurs à fournir difiérentes solutions de cette question im- 
portante , soit par la méthode des changements de plan , soit 
par la méthode des mouvements de rotation qui résolvent tous 
les problèmes élémentaires, sans exiger que l'on détermine les 
intersections des lignes ou des plans que Ton a à considérer ; 
intersections qui se trouvent souvent en dehors du papier de l'é- 
pure sur lequel les données sont écrites. 

44. Par un point donné mener un plan perpendiculaire à un 
plan donné. 

Nous savons à priori que ce problème est indéterminé , car 
par un point m on peut mener une infinité de plans Q perpen- 
diculaires à un même plan P; mais malgré cette indétermi- 
nation , il n'est pas inutile d'aborder en géométrie descriptive 
des problèmes de ce genre , parce qu'ils mettent en lumière 
toute la rigueur des méthodes graphiques. 

Nous savons mener par le point m (fig. 3) une perpendiculaire 
au plan P; les projections de cette perpendiculaire sont, ainsi 
que nous l'avons vu (40), les perpendiculaires A* et A" respec- 
tivement abaissées des points m^ et w* sur les deux traces du 
plan P. 

Cette droite étant obtenue, comme nous savons également que 
tout plan qui la contiendra sera perpendiculaire au plan P, la 



30 P&OBLÈHXS SUR LE PLAN ST SUR LÀ DROITI. 

seule condition à laquelle doive satisfaire le plan cherché, con- 
siste donc en ceci, que ses traces passent par les traces o* et 6* 
de la-droite A. Prenant donc arbitrairement un point p sur la 
ligne de terre , et menant pa^ et pft*, nous obtenons immédia- 
tement les traces HQ et VQ d'un plan qui passe par le point »i, 
et qui est perpendiculaire au plan P, cor il contient la droite Â 
qui jouit elle-même de ces deux propriétés. 

48. Par une droite donnée mener un plan perpendiculaire à un 
plan donné. 

De ce que le problème précédent est susceptible d'une infinité 
de solutions, nous pouvons conclure qu'il est possible d'im- 
poser au plan Q que nous cherchons une condition de plus. Au 
lieu de le faire passer par un seul point m, nous exigerons qu'il 
contienne deux points donnés arbitrairement m et n; ou, ce 
qui revient au même , qu'il renferme une droite donnée B. 

Si le plan cherché doit contenir la droite A (fig.4) il faut et il 
suffit à cet égard que les traces de ce plan passent par les 
traces c^ et d^ de la droite. Ayant donc abaissé du point m une 
perpendiculaire A sur le plan P, et cherché les traces de cette 
nouvelle droite comme précédemment, le problème se réduit à 
faire passer le plan Q par les deux droites A et B qui se coupent 
au point m, HQ est la droite qui passe par a^ et c*, VQ s'obtient 
également en joignant les traces verticales 6* et d". Comme vé- 
rification, ces deux traces qui définissent le plan Q, doivent ren- 
contrer la ligne de terre au même point q. 

VI. REPRÉSENTATION DES LIGNES COURBES. 

46. De même que la ligne droite est le plus simple des élé- 
ments géométriques n'ayant qu'une seule dimension, la lon- 
gueur, de même aussi le plan est celle des surfaces dont la 
détermination est la plus simple, soit dans les arts lorsqu'il 
s'agit d'en construire , soit en géométrie descriptive lorsqu'il 
s'agit seulement de le représenter, et cette science serait bien 
imparfaite si les moyens généraux dont nous venons de passer 
en revue quelques applications ne pouvaient s'appliquer à ces 
éléments moins simples dont nous ne nous sommes pas occupé 
jusqu'ici. 
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Une ligne, avons-nous dit, est la trajectoire d'un point dans 
l'espace, et l'on conçoit que si un point matériel, qui, livré à 
lui-même après avoir acquis une première vitesse initiale, con- 
tinuerait à se mouvoir indéfiniment en ligne droite, venait à 
être soumis à l'action d'une nouvelle force, celte force, quelle 
que soit son intensité , aurait pour effet de déranger ce point 
de sa route rectiligne , et par conséquent de faire de sa trajec- 
toire une ligne brisée. Mais si cette action nouvelle variant, si 
Ton veut, d'intensité, au lieu de se manifester une seule fois, 
comme nous Tavons supposé tout à l'heure , se répèle d'instant 
en instant, la direction changera à chaque action nouvelle, et 
la trajectoire se composera d'une succession d'éléments linéaires 
rectilignes d'autant plus petits , que les actions se seront plus 
rapidement succédé. 

Rien ne saurait , plus utilement que cette image, donner une 
idée exacte de ce que Ton appelle une ligne courbe; ce n'est 
autre chose qu'une succession d'éléments infiniment petits, 
une sorte de polygone infinitésimal dont les éléments invisibles 
n'en existent pas moins en variant de position les uns par rap- 
port aux autres. Quel que soit donc le point que l'on veut consi- 
dérer sur une courbe, ce point est toujours situé sur un élé- 
ment rectiligne formé par la ligne droite qui joint ce point avec 
le point voisin que l'on appelle le point successif. Ces deux 
points sont tellement rapprochés l'un de l'autre , que Ton ne 
pourrait concevoir qu'il fût possible de trouver un autre point 
plus rapproché du premier. 

Une ligne droite est partout semblable à elle-même, en ce 
sens qu'une portion quelconque de cette Ugne peut se super- 
poser exactement sur toute autre portion de cette ligne ou de 
toute autre ligne droite, mais l'inclinaison des éléments succes- 
sifs variant en général dans les courbes, celte superposition n'est 
plus possible, et le seul moyen d'apprécier en chaque point cette 
inclinaison des éléments voisins, c'est la considération de la tan- 
gente, que nous définirons par ce seul mot qu'elle est le prolon- 
gement de l'élément linéaire de la courbe au point que l'on 
considère. 

Lorsque nous aurons à construire des courbes par points, la 
tangente nous sera d'un grand secours, en ce qu'elle nous per- 
mettra de tracer avec plus de sécurité la ligne courbe dont elle 
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contient un des éléments, et l*on concevra très -facilement Futi- 
lité de la tangente, en remarquant que si Ton connaissait les 
tangentes successives d'une courbe, la succession de ces tan- 
gentes dessinerait cette courbe avec une précision tout à fait 
rigoureuse. 

47. La projection d'une courbe s'obtient, comme celle d'une 
droite, par le lieu des projections de ses points, et la recherche de 
cette projection nous offre un premier exemple de la construction 
d'une courbe par points. On peut bien, en effet, obtenir exacte- 
ment les projections d'un aussi grand nombre de points que l'on 
voudra d'une courbe donnée; mais il serait impossible de les 
obtenir toutes, puisque, quelque petite que soit la courbe que 
l'on considère , elle est encore composée d'une infinité d'élé- 
ments rectilignes : supposons donc que l'on ait obtenu un très- 
grand nombre de ces projections , il est évident que si , dans 
l'espace, un point m est lié par une ligne continue à un autre 
point n plus ou moins voisin, la ligne qui formera la projection 
de la courbe qui contient m et n sera aussi telle qu'elle joindra 
d'une manière continue la projection m* du point «i à la projec- 
tion n!' de l'autre point, et pour effectuer le tracé de celte pro- 
jection, il faudra faire une appréciation plus ou moins arbitraire 
de la forme de la projection entre les deux points w'* et n* : cet 
arbitraire, le dessinateur a la liberté de le restreindre autant qu'il 
le veut, en rapprochant davantage les points m et n ; mais il lui 
serait impossible de l'annihiler entièrement , car il ne saurait 
assigner la position précise du point immédiatement successif 
de m : ni ses organes, ni ses instruments ne peuvent le lui per- 
mettre. 

48. Une courbe, dans l'espace, peut être plane ou à double 
courbure : pour être plane , il faut que tous ses points soient 
dans un même plan ; elle est à double courbure lorsque cette 
circonstance n'est pas réalisée. La projection d'une courbe 
quelconque est toujours une courbe plane qui peut même se ré- 
duire à une droite dans le cas où la courbe donnée étant plane 
se trouverait tout entière contenue dans le plan projetant de 
deux de ses points. 

Pour qu'une courbe se projette suivant une ligne droite , il 
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faut nécessairement qu'elle soit plane, car toute ligne droite 
tracée sur Tun des plans de projection correspond à un plan 
projetant dans lequel la courbe devra se trouver tout entière si 
elle se projette suivant l'intersection droite de ce plan avec le 
plan de projection. 

Il 7 a même une position pour laquelle une courbe plane a 
ses deux projections rectilignes : c*est ce qui arrive lorsque le 
plan de cette courbe est perpendiculaire à la ligne de terre ; on 
n*a plus alors, par les projections, les données nécessaires pour 
apprécier sa véritable forme dans Tespace. 

49. En général, ce n'est pas un plan qui projette une courbe, 
mais une surface formée de la succession des perpendiculaires 
abaissées des différents points de la courbe sur Tun des plans de 
projection; toutes ces perpendiculaires étant parallèles entre 
elles, nous verrons bientôt qu'elles forment par leur réunion ce 
que l'on appelle une surface cylindrique. 

Le plan projetant que nous avons eu à considérer jusqu'ici 
est donc remplacé par un cylindre projetant, qui joue le même 
rôle en géométrie descriptive : la courbe dans l'espace est com- 
plètement déterminée, en général, par ses deux projections, car 
elle n'est autre chose que la courbe d'intersection des deux cy- 
lindres qui la projettent sur les deux plans de projection. 

80. Les courbes diffèrent les unes des autres par leur mode 
de génération, ou, en d'autres termes, par les conditions du 
mouvement de ce point matériel dont elles représentent la tra- 
jectoire , comme nous Taf ons déjà dit.. Les unes sont fermées 
comme le cercle , l'ellipse ; les autres , conune la parabole , 
l'hyperbole , l'hélice , sont ouvertes et ont alors des branches 
infinies; elles jouissent les unes et les autres de propriétés 
particulières que l'analyse et la géométrie descriptive peuvent 
également mettre en lumière ; nous n'aurons à nous occuper ici 
que de celles qui sont l'intersection de certaines surfaces dont 
l'étude formera Tune des principales divisions de cet ouvrage : 
nous aurons alors à donner les développements convenables à 
rétude de quelques-unes de ces propriétés. 

Bl . Mais nous pouvons dès à présent faire pour les courbes 

3 
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ce qae nous avons fait pour la ligne droite, rechercher leurs 
traces, c'esl-à-dire les points en lesquels elles rencontrent les 
plans de projection. 

Une droite étant une li^e ind^nie, a toujours des Iraces, à 
moins qu'elle ne soit parallèle au plan de projection que l'oii 
-co«sidère, auquel cas elle ne saurait le reAoontrer ; ce n'est effec- 
tivement que pour celte position particulière de parallélisoae 
qu'une droite n'a plus qu'une trace, et c'est seulement quand 
elle est parallèle à la fois aux deux plans de projection, ou, ce 
qui revient au même, à la ligne de terre, qu'elle n'en a plus 
aucune, ou plutôt que ces traces sont toutes deux situées à l'in- 
fini. 

Pour qu^une court)e n'ait point de trace sur l'un des plans de 
projection, c'est-à-dire pour qu'elle ne le rencontre pas, il n'est 
pas nécessaire qu'elle soit ainsi placée dans une position toKÉ 
exceptionnelle. Un cercle, par exemple, qui est ime courbe for- 
mée , peut prendre dans Tespace une infinité de positions dans 
lesquelles il ne rencontre ni l'un ni l'autre des i^ns de pro- 
jection. 

Mais il est toujours facile, lorsqu'une courbe est dcmnée par 
ses projections^ de reoonnattre si elte a on si elle n'a pas 4e 
trace. S'agit-il, par exemple, de te trace horizontale, il suffit ite 
voir, d'après la seule inspection de l'épure, si la projection ver^ 
ticale de la courbe rencontre la ligne de terre soit sur l'épure 
même, soit en dehors des Kmiles de l'aire dont on dispose pour 
le tracé. 

Si la projection YerKcale rencontre la ligne de tenre, il 7 a 
nécessairement au moins autant de traces horiBonkales qu'il y a 
de points de rencontre, car tout point qui se projeté Yerlicdie*- 
ment sur la ligne de terre est i^tué dans le plan hoiinmtal ; et 
pour obftenir la trace correspondante, il suffit, coflnne pom* le 
cas d'une droite, d^éleiFer en ce peint une perpendiculaire à la 
ligne de terre et de cherdier son mterseoion avec la profedioB 
horiEontale de la comte. 

Au reste, les traœs d'ime oonrhe n'offrent pas le mèsK in- 
térêt que eeMes d'iine droite, en ce qu'elles ne suffisent fins 
pour déterminer la «rérifadile forme et te*¥éritahle position de 
la ligne à laquelle elles appartiennent , une infinité de courbes 
d ifférentes pouvant nvoir les nteies traces. 
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VU. RBPBÉSENTàTION DBS 6URFÀCBS COURBBS*. 

82. De même qu'une courbe ou plus généralement une ligne 
quelconque peut être considérée comme la trajectoire d'un point» 
de même aussi une surface peut être considérée comme la trîgec- 
toire d*une courbe assujettie dans son mouvement à certaines 
lois et à certaines modifications qui caractérisent le mode de 
génération de cette surface. 

Nous aurons plus particulièrement à étudier dans ces éléments 
trois genres de surfaces; les surfaces cylindriques, les surfaces 
coniques, et les surfaces de révolution. 

US. La surface cylindrique est le lieu de toutes les positions 
d'une droite qui se meut parallèlement à elle-même en s'ap- 
puyant constamment sur une courbe donnée que Ton appelle 
la directrice du cylindre; la droite, qui engendre le cylindre, 
en est dite la génératrice. 

Cette définition convient, comme on le voit, au cylindre à 
base circulaire, droit ou oblique, dont la géométrie élémentaire 
étudie les propriétés; mais ce cylindre n*est qu'un cas particu- 
lier de la surface cylindrique considérée en général. 

Lorsque la directrice est une ligne droite, la génératrice s'ap- 
puyant constamment sur cette droite et restant toujours paral- 
lèle à elle-même, ne sort point du plan qui, passant par sa 
position première, contiendrait aussi la directrice rectiligne : à 
ce point de vue , le plan est donc un cylindre, et nous pour- 
rons, lorsqu'il en sera besoin, le considérer comme décrit par 
le mode de génération cylindrique. 

54. La surface conique e^ le lieu de toutes les positions d'une 
droite qui, assujettie à passer toujours par le même point, qât 
^s'appeite le sommet du cône , se meut en s'appuyènt toujours 
«ur une courbe directrice. 



*Mi 



* Les quelques indicaUoDs qui suivent, sur la représentation des tourbes et 
^es surfaces en géométrie descriptive, devaient être présentées ici pour laife 
comprendre toute la fécondité de ce mode de représentation. Rien n'erapé- 
diera, dans renseignement oral, de ne lei présenter qu'au moment oà Ton 
«'oceupeni plus partlciilièKiiwit Aes ftorfaeas 6diirb«i. 
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D'après celte définition , le cône à base circulaire n*est qu^un 
cas particulier de la génération conique , celui dans lequel la 
directrice est une circonférence, et le plan lui-même peut être 
considéré comme un cône dont la génératrice est une ligne 
droite. Une droite, en effet, qui se meut en s'appuyant toujours 
sur une autre droite et en passant toujours par un point fixe, 
parcourt réellement le plan tout entier, qui passe par la direc- 
trice droite et le point donné. 

On conçoit qu'avec une même direclrice on puisse construire 
une infinité de cônes différents en modifiant la position du som- 
met, et si l'on imagine que ce sommet se soit lui-même trans-* 
porté à rinfini , toutes les génératrices ne pouvant plus se ren- 
contrer qu'à l'infini , deviennent des lignes parallèles : c'est en 
ce sens qu'il faut entendre que la surface cylindrique elle-même 
peut être considérée comme un cas particulier du cône , celui 
dans lequel le sommet de ce cône est à l'infini. 

4>4 bis. La surface de révolution est le lieu de toutes les posi- 
tions d'une courbe qui se meut en tournant autour d'un axe 
fixe, chacun de ses points décrivant une circonférence autour de 
cet axe. 

La sphère est une surface de révolution, car on peut la consi- 
dérer comme engendrée par un de ses grands cercles qui tour- 
nerait autour d'un diamètre de ce cercle ; le cône droit à base 
circulaire est une surface de révolution engendrée par une gé- 
nératrice droite qui tourne autour de Taxe même du cône. II en 
est de même du cylindre droit à base circulaire, qui n'est qu'une 
modification apportée à ce cône par le transport de son sommet 
à l'infini. 

Une courbe quelconque peut de même tourner autour d'un 
axe de rotation : si c'est une ellipse , une parabole ou une hy- 
perbole qui tournent autour d'un de leurs axes de figure^ les 
surfaces que l'on obtient sont appelées ellipsoïde , paraboloîde^ 
hyperboloïde de révolution. Nous verrons que celte dernière 
surface peut aussi être engendrée par une droite tournant 
autour d'un axe qui n'est pas avec elle dans un même plan. 

tftS. Les surfaces dont nous venons de parler , et en particu- 
lier les surfaces coniques et cylindriques sont d'un fréquent 
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usage dans les arts : il est, au point de vue pratique, de la plus 
haute importance de se familiariser avec ces surfaces et d*ap* 
prendre à obtenir sur le papier tous les éléments nécessaires, 
soit à les construire dans des conditions données , soit à déter- 
miner leurs sections par des plans ou leurs intersections entre 
elles. 

Les surfaces cylindriques et coniques jouissent d'ailleurs de 
cette propriété remarquable qu'elles peuvent être développées 
sur un plan sans déchirure ni duplicature, ce qui ne saurait 
avoir lieu en général pour les surfaces de révolution; aussi leur 
a-t-on plus particulièrement donné le nom de surfaces déve-- 
loppables. 

Si Ton conçoit que les génératrices d*un cône ou d'un cy- 
lindre soient indéfiniment prolongées, elles ne cesseront pas 
d'appartenir à ces surfaces qui ont toujours , en tant que consi- 
dérées comme surfaces géométriques , des points situés à Fin- 
fini. Les surfaces coniques ont toujours deux nappes séparées 
par le sommet, mais lorsque l^sommet est situé à l'infini. Tune 
de ces nappes seule subsiste et le cône devient un cylindre. 

Quant aux surfaces de révolution , elles sont plus ou moins 
prolongées suivant la nature de la courbe génératrice : une 
sphère, un ellipsoïde de révolution sont limités en tous sens; 
un paraboloïde de révolution n'a qu'une nappe infinie comme 
les paraboles elles-mêmes , et suivant que l'hyperboloïde a pour 
axe de rotation l'un ou l'autre des axes de figure de l'hyper- 
bole génératrice , sa surface se compose d'une seule nappe ou 
de deux nappes infinies. 

56. Parmi les surfaces courbes qui offrent aussi un certain 
intérêt dans les arts , nous citerons encore les surfaces réglées 
dont le mode de génération consiste dans le mouvement d'une 
droite qui s'appuie sur trois directrices droites ou courbes , ou 
sur deux directrices droites ou courbes en satisfaisant d'ailleurs 
pendant son mouvement à certaines conditions déterminées; 
mais nous aurons bien peu , dans le courant de cet ouvrage, à 
considérer ce genre de surfaces, dont on se sert cependant dans 
plusieurs des applications de la géométrie descriptive , et en 
particulier dans la coupe des pierres. 

56 bis. Toutes les surfaces dont nous venons de parler jouis- 
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sent d'une propriété remarquable : en chacun de leurs points 
U existe un plan qui contient à la fois les tangentes à toutes les 
courbes tracées sur la surface , et qui passât par le point que 
Ton considère. En parlant de chaeuue de ces surfaces en parti- 
culier, nous aurons soin de démontrer l'existence de ce plan 
tangent, et nous verrons de quel secours nous sera ce plan 
pour mener des tangentes aux différentes courbes. Pour le mo- 
ment nous nous bornerons à indiquer comment on représente 
ces surfaces dans la méthode des protections. 

S7. La conventiiH) qui définit les projections d'un point étant 
admise, nous avons vu qu'une droite ou une courbe «piel^ 
conque se trouve parfaitement déterminée au moyen de ses 
deux projections, et sans qu'il soit nécessaire d'avoir reeours à 
aucune considération étrangère à la définition méone ; il n'en 
est pas ainsi pour une sur (ace , ni même pour le plan ; ses traces 
ne suffisent à représenter la surface que si l'on se r^orte à son 
mode de génération : bien des surfaces en effet pourraient avoic 
les mêmes traces et n'être pas pour cela des surfaces planes; le 
plan n'est vraiment défini rigoureusement que si, à la connais- 
sance de ses traces , on ajoute cette considération que tout^ 
la surface doit se confondre avec le plan passant par les deux 
trdces. 

S'il est ainsi nécessaire de sous-entendre le mode de généra^ 
tien du plan , à plus forte raison faut-il donner des indications 
précis)^ relativement au mode de génération, toujours moins 
simple des autres surfaces. 



a. Représenlalion du cylindre* 

58. Un cylindre est parfaitement déterminé lorsque Ton con- 
naît la courbe qui lui sert de directrice et la direction de ses 
génératrices. Cette direction peut être donnée par celte d'une 
droite parallèle; quanta la directrice, il faut qu'elle soît donnée 
par les projections de sa position vraie dans l'espace; mais, 
comme toute courbe tracée sur le cylindre peut lui servir de 
directrice, quelque compliquée que soît sa forme, il est bon 
de elioisîr celle qui peut le plus utilement servir à peindre Tal- 



hire, la ferme de lasarface, suirtoiil si elle se représente par des 
prefedions d'Une grande simplicité. Telle est la tarace da qF- 
Mndre sur ¥\m des plans de projection , cm* cette trace est une 
courbe plane, qui est elle-inèaie sa projection sur ce {dan, et 
dont l'autre projection se coaCond avec la ligne de terre ; el rien 
n^est plus facile d'ailleurs que de se représemler, dans ce cas, la 
forme réelle du cylindre : csu* la directrice étant tracée en vraie 
grandeur sur le pafûer, pour peu que l'on sache se rendre 
compte de la position d'une génératrice, elles apparaîtront 
toutes avec ta même facilité à l'infection seule du dessi». 

88 bis. Étant donnée la dârettriee d'un ceindre trouver sa trace. 

Soient D* et D'' (PL VH, fig. 1) les deuxprojecticMtsde la direc- 
trice d>n cylindre dont les génératrices doivent être parallèles 
à une droite Â, également donnée par ses projections; si Ton 
considère cdte des génératrices qui passe par le point an, arbi- 
trairement choisi sur la directrice, le&deux projections seront 
G* et G*; et puisque cette droite est tout entière sur le cylindre, 
si elle vient rencontrer le plaa horizontal de projection, par 
exemple, celte trace horizontale de la droite fera nécessaire- 
ment partie de la trace horizontale du cylindre, ce qui donne 
ainsi le point n qui appartient à la trace cherchée. 

On opérerait ainsi pour tout autre point w, aussi rapproché 
que l'on voudra du point q»e nous venwsis de considérer, cl 
Ton obtiendrait une suite die points très-rapjMroehés les uns des 
autres, qui appartiendraient tous à la trace cherchée; joignant 
ces points par un trait continu, on: construira avec toute la prér 
cision que l'on aura voulu y apporter , la courbe qui forme la 
trace du cylindre. 

Dans tous les problèmes que nous aurons à résoudre sur celle 
surface , nous supposerons qu^elle est connue par celte trace , 
et par une parallèle queiconque à ses génératrices. 

Ce que noos venons de dire du cylindre, nous aurions pu le 
présenter d'une manière plus générale pour le cône, et quel- 
ques mots suffiront pour le faire comprendre. 

69. RecmnaHre si un peint doymà appartient à wê. cplindre 
dawifU. 
Les eofisidéiratboas qui précèdent nous permeitent de résou- 
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dre immédiatement cette question. Si le point p^ par exemple, 
est sur le cylindre représenté sur notre figure 1 , il se trouve 
nécessairement sur une certaine génératrice G de ce cylindre, 
et nous connaissons immédiatement les projections de cette gé- 
nératrice, puisqu'elles doivent passer respectivement par les 
projections du point j» et être, par définition, paraUèles aux pro- 
jections de la droite A. Cette génératrice rencontre la direc- 
trice D, et par conséquent les deux projections mf" et m" du point 
de rencontre de cette génératrice avec les projections D^ et D* de 
la directrice doivent se trouver sur une même perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

Telle est la condition pour que le point p soit sur le cylindre ; 
elle est d'ailleurs suffisante , car si la droite 6, menée par le 
point p parallèlement à la droite A, rencontre la directrice D, 
elle est par définition même une des génératrices du cylindre. 

Ce mode de vérification est absolument le même lorsque le 
cylindre est donné par sa trace , et il permet de trouver Tune 
des projections d un point situé sur un cylindre , la projection 
verticale, par exemple, lorsque la projection horizontale seule 
est connue. 

h. Représenlation du cône. 

60. Un cône est parfaitement déterminé lorsque Ton connaît 
son sommet et sa directrice; mais on peut aussi considérer 
comme telle une courbe quelconque tracée sur sa surface , et 
plus particulièrement la courbe qui est la commune intersection 
du cône et de Fun des plans de projection, c'est-à-dire sa trace 
sur ce plan. 

Cette trace du cône , quand elle ne sera pas connue , il est 
toujours facile de la construire, absolument comme dans le cas 
du cylindre, et pour cette raison nous supposerons toujours dans 
nos épures que le cône est donné uniquement par sa trace et 
par son sommet. Si, par exemple, D (fig. 2) étant la directrice 
d'un cône dont le sommet est en s, nous nous occupons pour 
un instant de la génératrice qui passe par un point quelconque m 
de cette directrice, cette génératrice devant passer à la fois par 
le point m et par le point «, ses projections seront des lignes 
droites G^ et G', qui passeront respectivement par n^ et «*, m" 
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et s" ; et la trace n de cette génératrice G sera , comme pour le 
cylindre, un point de la trace horizontale de la surface. 

61. Beconnaitre si un point donné appartient à un cône donné. 
Ce que nous avons dit (59) pour le cylindre s'applique à la 

surface conique , avec celte seule différence que la génératrice 
du cône, au lieu d'être toujours parallèle à elle-même, se trouve 
en chaque point déterminée par la condition de passer par le 
sommet s; p sera un point du cône si, menant C^ par p^ et «*, 
G" par p" et «", les points de rencontre respectifs m* et w* de ces 
droites avec les projections de la directrice D, se trouvent sur 
une même perpendiculaire à la Kgne de terre , ou , ce qui re- 
vient au même, si la droite G de l'espace, menée par le point 
donné p et par le sommet s du cône, rencontre ]a directrice D 
de cette surface en un point quelconque m. 

c. Représentation de la surface de révolution. 

62. Le mode de représentation de la surface de révolution, 
en géométrie descriptive , sera encore un exemple de cette né- 
cessité absolue d'avoir recours pour les surfaces à certaines cir- 
constances de leur mode de génération , qui ne sauraient être 
exprimées sur l'épure même. Sans cette connaissance, sous- 
entendue sur le dessin, la représentation d'une surface de révo- 
lution serait impossible ; avec cette donnée il n'est plus néces- 
saire de connaître que les deux éléments principaux qui suffisent 
à déterminer la surface, savoir, l'axe autour duquel la rota- 
tion a lieu, et la courbe qui tourne autour de cet axe, dans l'une 
quelconque de ses positions. 

Sachant, par exemple, que Â (fig. 3), dont les projections sont 
Â'^ et A", est l'axe autour duquel tourne la courbe directrice 
(C^, G*'), la connaissance de la surface est parfaite; mais nous 
verrons que Ton peut toujours ramener cette position générale 
des éléments qui définissent une surface de révolution à la po- 
sition particulière dans laquelle son axe est perpendiculaire à 
l'un des plans de projection , la directrice étant d'ailleurs une 
courbe méridienne^ c'est-à-dire une courbe plane dont le plan 
contient l'axe même de la surface. Si, pour plus de simplicité 
encore, ce plan méridien est parallèle à l'autre plan de projec- 



4i HIPBBSINTikTIOH DSS SUEFACIS GOCmSIS. 

tion, au pka vertical, par exftoqple, cette courbe plane se pro- 
jettera vertîcalemeat ea irraie grandeur comme en C* (Kg. 4), 
et sa projection horizontale sera une parallèle C* à la ligne de 
terre. L'axe A étant perpendiculaire au plan horizontal, sa pro- 
jection horizontale A'* se réduit à un point, et sa projection verti- 
cale est une perpendiculaire à la ligne de terre , en telle sorte 
que la- figure 4, dans laquelle C* est une elKpse, représente com- 
plètement Teiripsoîde de révolution , sous cette seule condition 
de se rappeler le mode de génération de cette surface. 

L*exposé de la méthode générale des changements de pfen et 
surtout celle des mouvements de rotation, édaircfra ce que 
présentent nécessairement d^încomplet ces considéralions pré- 
liminaires, auxquelles il faut en ce moment nous borner. 



VIII. NOTATIONS. 

65. IL aurait peut-être été plus méthodique d'aborder, dès le 
moment où nous parlions de projection , les notations pariicur 
lièresàTaide desquelles une épure peut, pour ainsi dire, se lire 
comme on lirait un livre, et qui ajoutent considérablement à 
sa clarté. Ces notations, qui ont été introduites dans la science 
par M. Olivier, nous ont déjà servi dans les figures que nous 
avons étudiées, ei nous avons pensé que rhai)itude que les 
âèves auront dès l'abord contractée d'aa faire usage rendra 
plus fructueuses les c4)servations que wxas avons encore à pré- 
senter sur ce sujet* 

84. Un ptint m, considéré dans l'espace , sera toujours indi- 
qué par nous par une lettre minuscule, et ses deux projections 
pMT m^ et fnr ; ces indices * et • qui suivent la lettre m suffisent 
à nous rappeler qu'il ne s'agit pas du point m dans Tespace, 
mais de ses projections. 

Si le point m est dans le plan horizontal, ou plus généralement 
dans eelui des deux plans de {urojeetion que le plan de Tépure 
figure, il est ak>rs sa propre projection sur ce plan , et il n'est 
plus nécessaire d'emploiyer l'indice pour cette projection ; alors la 
projection verticale est située sur la ligne de terre et se désigne 



wtàmms. 43 

iiéanm(»]i6 par 10*, la position même de cette projectton, et non 
llndice reiidiiit suffisaimiient compte de cette circoiistance. 

Si, au contraire, le point d<mt il s'agit est situé dans ceLui des 
deux plans qui est perpendiculaire au pian de Tépure et qui y 
est supposé rabattu , nous indiquerons cette circonstance pour 
un point n, par exemple,, par la notation «*; la projection 'cor- 
respondante ni" sera située sur ki Mgne de terre. 

Les deux traces d'une droite offrent respectt?ement des exem- 
ples de ces deux positioBS particulières; si a et 6 s(mt ces deux 
traces, elles auront pour projections respectives a et a*, fr^ et 6^ ; 
a*, 6* étant deux points çitués sur la ligne de terre. 

Si un point est sur la I^e de terre , il est à la fois sa pro- 
jection horizontale et sa projection verticale. 

6^. Une Kgne CMrhe et plus particulièrement une droite 
qudk^onque sera désignée par une lettre majuscule, A par exem- 
ple, et ses deux projections seront Â* et Â*, c'est-à-dire qu'on 
appliquera aux deux projections de la droite A le même mode 
de notation qu^ un point; par suite de cette convention B et 
B** seront les d<eux projecf i(ms d'une droite située dans le plan 
horizontal, B» se confondant avec ta Kgne de terre; C* et C" se- 
ront les deux projectio<ns d'une droite C contenue dans le plan 
vertical. 

6(>. Le plan est représenté par ses traces : il faut donc que 
ces traces soient affectées de certains indices qui expriment leur 
valeur géométrique; c'est pour cela que les traces d'un plan P, 
par exemple, sont toujours indiquées par la même lettre majus- 
cule de ce plan ; et pour distinguer la trace horizontale de la 
trace verticale, on emploie encore les indices H et V, mais en 
caractères différents; et pour éloigner encore davantage de l'es- 
prit toute confusion, on place dans ce cas l'indice avant la lettre 
qui particularise le plan que Ton considère ; ainsi HP et VP seront 
pour nous les deux traces du plan P : n'oublions pas d'ailleurs 
que pour tout plan les deux traces viennent rencontrer la ligne 
de terre en un même pmnt. 

Ces conventions sont encore applicables aux éléments qui dé- 
finissent les surfaces ; l'usage apprendra suffisamment quelles 
sont les notations à employer dans ce cas. 
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67. Si la même projection ou la même trace appartient à la 
fois à différents points, à différentes lignes, ou à différents 
plans, cette projection ou cette trace sera affectée d'autant de 
lettres différentes qull sera nécessaire pour désigner cette cir- 
constance. 

En traitant des méthodes principales de la géométrie descrip- 
tive, nous aurons soin d'indiquer pour chaque représentation 
les modifications qu'il convient d'apporter à ces règles géné- 
rales, faciles à suivre, et qui sont d'un immense secours pour 
la confection et la lecture des dessins un peu compliqués. 

68. Une autre précaution est encore prise dans les épures 
pour aider à leur intelligence; si les deux plans indéfinis de 
projection qui divisent , ainsi que nous l'avons vu , l'espace en 
quatre parties étaient complètement opaques, l'œil placé dans 
Tangle antérieur supérieur, ne saurait apercevoir que ce qui est 
contenu dans cet angle, et, en ce qui concerne les plans de pro- 
jection, il ne pourrait apercevoir du plan horizontal que ce qui 
est en avant de la ligne de terre , et du plan vertical rien autre 
chose que ce qui est au-dessus de cette ligne ; les projections et 
les traces qui occupent ces positions sont indiquées sur le dessin 
en lignes pleines , tandis que , pour toutes celles représentées 
sur les autres parties des plans de projection , on emploie des 
lignes ponctuées, moins visibles, et formées d'une série de points 
juxtaposés. 

6&. En outre de ces lignes pleines ou ponctuées, presque ex- 
clusivement réservées aux données de la question ou aux résul- 
tats auxquels conduit la suite des opérations d'une épure , la 
géométrie descriptive emploie encore diverses sortes de lignes 
qui auront chacune leur valeur spéciale. 

Les données, lorsqu'elles changent de position dans les opé- 
rations successives d'une solution graphique, sont successive- 
ment représentées après chacune de ces opérations par des lignes 
mixtes fortement accentuées, et composées d'une série de lignes 
et de points ; le nombre des points intermédiaires , comme , 
par exemple, en — •• — , indique le nombre des opérations 
distinctes qu'il a fallu effectuer pour arriver à ce résultat. La 
méthode des changements de plan , comme celle des mouve- 
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ments de rotation, nous donnera continuellcnieut des exem- 
ples de Futilité de ces prescriptions ; il y aura entre elles ce- 
pendant cette différence que dans la première de ces deux 
méthodes les données ne changent jamais de position dans Tes- 
pace, mais seulement les lignes qui représentent ces données 
sur le dessin, par suite de la substitution de nouveaux plans de 
projection aux anciens. 

Les lignes de construction qui servent à conduire à ces résul- 
tats successifs sont de même des lignes mixtes indiquant encore 
par le nombre des points le nombre des opérations effectuées ; 
mais ces lignes sont, comme trait, parfaitement distinctes des 
premières et par l'épaisseur, et par la longueur des éléments 
rectilignes. 

Quant aux lignes enfin qui , perpendiculaires à la ligne de 
terre, joignent les deux projections d*un même point, elles sont 
simplement indiquées par de petites lignes ponctuées beaucoup 
moins visibles et juxtaposées les unes à la suite des autres; telles 
sont, dans les différentes figures que nous avons passées en 
revue, les lignes qui joignent les deux projections d'un point 
quelconque, quelle que soit la position de ce point. 

Ces notations, ainsi expliquées, nous serviront constamment 
dans le chapitre suivant, qui complétera ce qui nous reste à dire 
sur les questions de position relative des points, des droites et 
des plans; ces instructions générales recevront d'ailleurs au 
fur et à mesure de nos besoins, tous les compléments indispen- 
sables, particulièrement en ce qui concerne la notation et la 
représentation des surfaces courbes. 



LIVRE 11. 

PROBLÈMES DE POSITION RELATIVE DU POINT, DE LA 

DROITE ET DU PLAN. 

70. Les problèmes simples, que nous avons examinés à la fin 
du chapitre précédent, peuvent être considérés comme autant 
d'exemples de solutions qui s'obtiennent pour ainsi dire par la 
simple lecture. Il n'en est pas toujours de même ; mais le nom- 
bre de ceux qui peuvent ainsi se résoudre facilement est consi- 
dérablement augmenté lorsque les données occupent, par 
rapport aux plans de projection, certaines positions particuliè- 
res, qu'il est la plupart du temps très-facile de définir ; et s'ils 
ne se présentent pas habituellement dans ces conditions parti- 
culières, on peut cependant les résoudre encore avec facilité 
en amenant, par quelque moyen particulier, les données de la 
question dans ces positions spéciales par rapport aux plans de 
projection. Deux méthodes différentes conduisent à ce résultat : 
dans la première, on cherche à obtenir de nouveaux plans de 
projection sur lesquels les données de la question étant déter- 
minées par leurs projections ou leurs traces, la solution cher- 
chée puisse s'obtenir par de simples constructions sur le papier : 
c'est en cela que consiste la méthode des changements de plan 
dont nous aurons à faire de nombreuses applications. 



CHAPITRE PREMIER. 

M£THOD£ GËNËBALE DES CHANGEMENTS DE PLAN. 

CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 

7 i . Étant admis en principe que, pour servir à la fois de plans 
de projection, en géométrie descriptive, deux plans doivent être 
nécessairement perpendiculaires*, on conçoit que le plan de pro- 



Les projections qui nous occuperont dans tout le cours de cet ouvrage, et 
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jeciion H étant doniri, on peut employer simuttanément avec ce- 
liii-ci'ComQie plans de projection, une infinité de plans, V, Y', V^, 
tous perpendicuiaires à H, mais différant entre eux de position, 
éi si l'on appose que les projections d'un point m par exemple 
soient dcmnées sur les [dans H et V, considérés comme plans 
simultanés de projection , nous allons voir qu'il est très-faciie 
de déterminer la projection de ce même point m sur un nou- 
veau plan V, faisant aussi avec le plan H un angle droit. 

La CacilHé avec laquelle on passe ainsi d'un plan V à un 
nouveau plan Y', qui n'est lié de position , par rapport au pre- 
mier, qu'en ce qu'ils doivent être tous deux perpendiculaires à 
un même {dan H, pour qu'ils puissent être employés l'un et 
l'autre comme plans de projection, avec ce même plan H qui ne 
varie pas,fait que l'on opère toujours par des changements aussi 
simples ; et nous verrons qu'en remplaçant successivement le 
pian Y par un sonveaa plan Y', puis le plan H par un nouveau 
plan H'' qui puisse le remplacer comme plan iimultafké de pro- 
jectitm avec Y', et en continuant à substituer ainsi, par des opé- 
rions successives, un nouveau plan à l'un des plans de 
projection, on peut amener les différents problèmes à cette 
skuation particulière pour les données, qui permette de 
trouver immédiatement la solution. On peut ainsi rapporter ces 
données à tels plans de projection que Ton voudra, placés d'une 
manière quelconque dans l'espace, pourvu qu'ils soient rectan- 
gulaires entre eux. 

72. C'est ce que nous con^endrons facilement lorsque nous 
aurons appris à b-ouvier sur iœ nouveau plan Y' perpendiculaire 
à H , la profectio» d'un point donné par ses deux projedioi» 
sur deux plans primitife H et Y ; et d'abord, comment indiquer 
sur une épure la position de ce nouveau plan? 



qui s'obCienBent par des peipendrcutaires an plan de projection qne f on cou- 
^dèi« , s^ppelteol projeeliom orthogouxUes : elles portenÉent encore ee nwa 
si les deux plans de prejecUon n'étaient pas perpen^icnlaires enlM eux^ JMii 
nous n'aurons pas ici à les considérer; les proiectiom obliques sont ceUet 
qui sont obtenues par des obliques au plan de projection, toutes parallèles 
entre elles; enfin, on fait encore un fréquent usage, particulièrement en 
perspective , des projec^ieiis cnriques pour lesquelles les lignes projetantot 
au lieu d'être parallèles entre elles yasseat tailles par «n mène point. 
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Nous avons déjà vu que lorsque deux plans H et V sont pris 
simultanément pour plans de projection, la feuille de papier 
sur laquelle on dessine k une certaine échelle est, par hypothèse, 
le plan H lui-même, et que Ton suppose le plan Y couché sur 
le plan du papier, avec lequel il n'a réellement de commun que 
la ligne de terre LT. Ainsi , lorsque j'écris LT sur le papier, 
j'exprime à la fois que le plan Y de projection qui est employé 
simultanément avec le plan H , représenté par la feuille de 
papier, coupe ce plan H suivant la ligne LT, et que ce plan Y est 
couché sur le plan H en tournant autour de cette ligne, de ma« 
nière que je puisse effectuer aussi sur la même feuille de papier 
toutes les constructions qui seraient réellement dans le plan Y, 
considéré dans sa véritable position. 

Ce que je viens de dire pour le plan Y, je puis également le 
dire pour un autre plan Y' perpendiculaire à H ; ce plan sera 
parfaitement déterminé pour moi lorsque je connaîtrai la ligne 
U T suivant laquelle il coupe le plan primitif H, et par le fait 
seul que j'aurai écrit L'T' j'aurai exprimé celte circonstance, et 
j'aurai supposé que le plan Y' est venu se coucher sur le plan H en 
tournant autour de la nouvelle ligne de terre L'T'. La notation 
L'T' ne serajamaisemployée que pour indiquer cette circonstance. 

75. Il importe ici de remarquer que si le plan H est horizontal, 
comme on le suppose habituellement, lès plans Y et Y' seront 
des plans verticaux, car tout plan perpendiculaire au plan ho- 
rizontal est nécessairement un plan vertical. Si, au contraire, je 
veux remplacer le plan H par un autre plan W\ qui soit comme 
le premier perpendiculaire au plan Y, que je suppose pour un 
instant vertical. H'' ne sera pas nécessairement horizontal, car 
un plan peut être perpendiculaire à un plan vertical et faire 
cependant un angle quelconque avec le plan horizontal, qui se 
trouve complètement déterminé de direction par ce fatit seul 
qu'il est horizontal. Cette différmce explique pourquoi, dans 
les opérations qui vont suivre, nous éviterons de parler de plans 
horizontaux et verticaux, et pourquoi nous avons préféré nous 
servir de cette seule expression de plans simultanés de projec- 
tion, qui rend parfaitement compte de la position relative des 
deux plans, sans exprimer aucune hypothèse particulière sur la 
position de Fun ou de l'autre d'entre eux. 
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RÈGLES POUR EFFECTUER LES CHANGEMENTS DE PLANS. 

74. Cela pesé, nous résoudrons immédiatement cetle ques- 
tion bien simple : étant données (PL VIII, fig. l) les deux pro- 
jections m^ et nC d'un point m de l'espace, sur deux plans H et 
V, définis de position l'un par rapport à l'autre par la position 
de la ligne de terre LT, trouver la projection m"' de ce point 
sur un nouveau plan V qui, employé simultanément avec H, 
serait défini sur ce plan, considéré comme étant celui du papier, 
par une nouvelle ligne de terre LT. 

mf" et nC" étant les projections d'un même point m sur les deux 
plans H et Y, ces deux points doivent être sur une même per- 
pendiculaire à la ligne de terre; si cette condition n'était pas 
vérifiée, m* et w* ne sauraient être les projections d'un même 
point m de l'espace, sur ces deux plans. Le plan V, par la ligne 
de terre L'T', nous est aussi parfaitement connu que le plan V 
par la ligne de terre LT, et quoique nous ne connaissions pas 
encore m*', qui, grâce à la notation dont nous nous servons, 
indique déjà à notre esprit la projection du point m sur le nou- 
veau plan V, nous pouvons affirmer de la même manière que 
nC^ doit se trouver sur la perpendiculaire abaissée de m* sur 
LT", car H et V devant servir ensemble de plans de projec- 
tion, si le point m"' se trouvait en dehors de cette perpendicu- 
laire, il ne saurait être la projection du point m de l'espace qui 
se projette en w*. 

Ce point m"' nous serait donc parfaitement connu si nous 
avions sa distance à la ligne de terre, et cette distance nous pou- 
vons la connaître immédiatement. N'oublions pas en effet que 
m^'p^ est, ainsi que nous l'avons vu , une longueur égale à la 
distance du point m au plan H de projection employé simultané- 
ment avec le plan V. Quand nous remplaçons le plan V par 
le plan V, ni le point m de Fespace, ni le plan H de projection 
n'ont changé, ni par conséquent la distance de ce point à ce 
plan, distance qui est égale à nCp et par conséquent aussi à 
n£^p\ si la nouvelle projection m*' du point m sur le plan V, 
simultané de H, nous était connue. Donc cette longueur nous 
servira à trouver m" en prenant m*'p'=^ni'p; de là cette règle 
générale : pour trouver la projection m*' d'un point m sur un 
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nouveau plan V simultané de H, et défini sur le plan H par une 
ligne de terre LT', au moyen de ses deux projections m* et my 
sur les plans H et V, abaissez de m^ une perpendiculaire m^p' 
sur L'T' et mesurez sur celte perpendiculaire, à partir de cette 
nouvelle ligne de terre une distance nf^p' = my : le point wi*' 
est la projection cherchée. 

7o. Observation sur le sens dans lequel cette distance doit être 
portée. Quelle que soit la position de la ligne de terre LT ou VT\ 
si l'on veut bien se rappeler que Ton suppose toujours la partie 
supérieure du plan vertical rabattue sur la partie postérieure du 
plan horizontal , il est facile de se rendre compte que tout point 
qui, sur le plan V déAni par LT, avait sa projection placée au 
delà de la ligne de terre LT, aiu*a de même sa projection sur 
le plan V placée au delà de la ligne de terre L'T', car, quel que 
soit le plan de projection V ou V que Ton considère , le point 
n'en est pas moins toujours situé au-dessus du plan H qui n'a 
pas changé de position. 

De même si m" (fig. 2) était au-dessous de la ligne de terre, ce 
qui indique que le point m est situé dans la partie inFérieure de 
Tespace divisé par le plan H, m*' sera au-dessous de L'T', en 
observant toujours que n^Cq^r^m^'q^ 

Cette règle est générale et importante ; la nouvelle projection 
du point se trouve placée par rapport à la nouvelle ligne de 
terre, comme Tétait, par rapport à Tancienne, sa projection sur 
le plan de projection auquel le nouveau plan est substitué. 

Nous ferons des applications continuelles de cette règle que 
nous n'aurons plus qu'à rappeler ; elle est applicable quelle que 
soit la position du nouveau plan de projection, qui n'est assujetti 
qu'à cette seule condition d'être perpendiculaire à celui des 
deux plans de projection qui est conservé. Dans notre exemple 
c'était le plan H, mais les mêmes raisonnements auraient pu 
être faits s'il s'était agi de conserver le plan V. 

Il y a bien une différence entre eux, en ce que l'on a l'habitude 
de considérer le plan H comme représenté sur la feuille ou Taire 
sur laquelle on dessine , et le plan V comme rabattu sur le pre- 
mier ; mais on peut aussi bien se figurer que le papier repré- 
sente le plan V, et que le plan H s'y trouve rabattu en tournant 
autour de la ligne de terre LT. C'est même par ces fictions suc- 
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cessives que Ton peut effectuer successivement sur le même 
papier ou sur le même mur, d'abord les constructions relatives 
aux plans primitifs H et V, ensuite celles du plan V employé 
simultanément avec H , puis celles des plans H'' et V"' qui rem- 
placent successivement Fun le plan H et Tautre le plan V. 

Ces opérations successives constituent là pratique de la mé- 
thode des changements de plan. Nous allons voir comment on 
doit opérer pour trouver les nouvelles projections d'une droite 
et les nouvelles traces d'un plan sur le nouveau plan Y'. Ces 
moyens sont les opérations fondamentales de la méthode qui 
nous occupe. 

76. L Trouver laprqjeeiûm d'une droite A sur un plan Y' em^ 
plojfé simultanément avec B , lorsque l'on connaît ses projections 
A^ et A*" sur les deux plans simultanés 1iei\. 

Cette opération fondamentale s'énonce ordinairement ^si 
par abréviation, changer de plan par rapport à une droite. 
Sans attacher un sens purement grammatical à cette abrévia- 
tion y nous l'empilerons fréquemment , parce qu'elle est con- 
sacrée par l'usage , et nous dirons simplement : Changer de 
plan par rapport à un polMty changer de pUm par repport à tcne 
droite, changer de plan par rapport à un plan. 

Le premier de ces problèmes nous l'avons impUeitement ré- 
solu par les considérations qui précèdent^ occupons-^nous du 
second, di changeons de plan V, par rapport à la droite A. 

Le nouvean plan Y' est comme précédemment défini sur le 
plan H que l'on conserve , et dont notre feuille de papier est la 
représentation, pw la ligne de terre LT. A^ et A* sont donnés, 
et il s'agit de déterminer A^' (fig. 3). 

Cette projection est une ligne droite, car la ligne A dans l'es- 
pace est une ligne droite. Si donc nous pouvions déterminer 
deux de ses points » cette {projection tout entière nous serait 
immédiatement connue, et le problème se trouve ainsi ramené 
à celui-ci : Trouver les nouvelles projections m*', »•' de deux 
points m et » pris arbitrairement sur la droâte A. 

m aura pour projections sur les plans primitife m^ et m* ^tués 
respectivement sur A^ et A"", et ces deux pmnts se trouvent ^r 
une même perpendiculaire wi*pi»* à la Hgne de terre Lï. D'après 
ce que n(His venons de voir, pour obtenir m*', j'abaisse la per<- 



52 MÉTHODE GÉNÉRALE DES CHANGEMENTS DE PLAN. 

pendiculairc m^p' sur LT, et je prends p'nC''=^prrC au-dessus 
de la ligne de terre L'T', parce que w* est au-dessus de LT ; j'ob- 
tiens ainsi la nouvelle projection wi*'. Pour un autre point n 
j'opère de la même façon, wV est perpendiculaire à L'T'; »*'' q' 
au-dessus de L'T' est égal à n*g au-dessus de LT ; »*' est la pro- 
jection cherchée du point n sur le plan V, défini par la ligne 
de terre LT. 

Je joins W' et n*' par une droite qui est la projection cher- 
chée A"' de la droite donnée A. 

Pour obtenir A"' avec la plus grande exactitude possible , il 
convient que les points rh^ et »*' par lesquels cette droite doit 
passer, soient suffisamment éloignés Tun de l'autre, parce qu'en 
effet c'est alors qu'une erreur possible sur la détermination de 
l'un des deux points affectera le moins la position de la ligne. 
On se laissera donc guider par cette considération dans le choix 
des points arbitraires 9n et n, suivant la grandeur du papier 
ou de Taire dont on dispose. 

77. Points remarquables. Mais si le choix des points m et n 
est pour ainsi dire arbitraire , il en est quelques-uns que Ton 
peut prendre également et qui simplifient encore les construc- 
tions. 

Le plus remarquable de ces points est la trace a de la droite A 
sur le plan H. En effet , la projection sur le plan V de ce point 
qui est dans le plan H , étant sur la ligne de terre, la distance 
qui correspondrait à la distance p»" que nous avons considérée 
pour le point w, est nulle, et la nouvelle projection a"' est aussi 
sur la ligne de terre L'T' ; il suffit donc d'abaisser la perpendi- 
culaire aa"' sur L'T' pour avoir en a*' la projection cherchée. 
C'est ce que l'on pouvait dire à priori, car le point a étant dans 
le plan H , ne peut avoir sa projection sur tout autre plan , 
employé simultanément, que sur la ligne qui est l'intersection 
des deux plans , ou , ce qui est la même chose , sur la ligne de 
terre. 

Un autre point remarquable est celui qui a pour projection 
6*, point de rencontre de L'T' avec A* ; le point V" étant sur la 
nouvelle ligne de terre est lui-même le pied de la perpendicu- 
laire qu'il faut abaisser de la projection 6* sur LT; et V'b'^ étant 
cette perpendiculaire , la distance b^b^ doit être égale conmie 
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précédemment à rft", et on obtient le point *•' en portant immé- 
diatement cette distance à partir de 6*. 

78. Cas où la projection A* est parallèle à L'T. De ce que A* 
(flg. 4) est parallèle à L'T', on peut conclure que la droite A 
dans l'espace est parallèle au plan V; ou, en d'autres termes, 
que le plan projetant de la droite A sur le plan H est lui-même 
parallèle à V. 

La nouvelle projection A*' de la droite s'obtient comme pré- 
cédemment au moyen de deux de ses points , ainsi qu'on peut 
le voir sur la figure 4 dans laquelle on s'est servi des deux 
traces a et & de la droite A. 

79. Cas où la projection A* se confond avec L'T'. La projec- 
tion A* (fig. 5) de la droite est sur le plan H , c'est la trace du 
plan projetant sur ce plan H ; L'T' c'est la trace du plan V avec 
ce même plan H , auquel il est perpendiculaire comme le plan 
projetant lui-môme. Ces deux plans se confondent donc, et la 
droite A est dans le plan V. La construction est la même que 
la précédente, mais ce n'est plus une simple projection que l'on 
obtient en A*', c'est la droite A elle-même couchée sur le pa- 
pier avec le plan V qui a tourné autour de L'T'. Pour indiquer 
cette circonstance , nous écrivons A*', notation particulière qui 

nous avertit que la droite A elle-même est dans le plan V. Cette 
position particulière du plan Y' nous sera fort utile dans bien 
des circonstances, car c'est en choisissant convenablement, 
comme nous l'avons déjà dit, les nouveaux plans de projection 
que la méthode des changements de plans parvient à simplifier 
les questions complexes. Voici encore un exemple analogue : 

80. Cas dans lequel L'T' est perpendiculaire à AI", Puisque A*, 
, planche IX, figure 1, est perpendiculaire à L'T', tout point m!" 

de A'^ aura pour projection sur le plan V un des points de A* 
prolongé , car la perpendiculaire à la ligne de terre L'T' qui 
relie m!" à m*', se confond avec A*. Par suite A*' n'est autre chose 
que le prolongement de A*^, et se trouve immédiatement connu. 
Si l'on veut avoir en particulier la projection w*' du p^nt »i, il 
suffira de prendre m'^p' = m^p. 
Dans cette position , la droite A de l'espace est perpfendicu- 
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laire à la nouvelle ligne de terre LT', par cette seule raison que 
ses deux projections sont perpendiculaires sur Tépure à cette 
même ligne L'T'. 

81» II. Prendre im nouveau pl$$^ de projection paraUèle à um 
ligne A donnée par ses projections. 

Pour qu'une droite A soit parallèle à Tun des plans de pro- 
jection, il faut et il suffit que l'une de ses projections soit paral- 
lèle à la ligne dé terre; si donc on veut que le nouveau plan V 
à substituer au plan Y soit parallèle à la droite A, ou, ce qui 
revient au même, que la droite A, sans changer de position, se 
trouve parallèle au nouveau plan V, il faut et il suffit que sa 
projection A'* soit parallèle à la nouvelle ligne de terre. Menons 
la ligne L' T' pai-allèle à A*^ : nous considérerons cette droite 
comme définissant le nouveau plan V sur le plan H , et nous 
obtiendrons immédiatement A*' (fig. 2) à Taide des deux traces 
a et 6** sur les deux plans primitifs de projection. 

82. Casparticnlter, La condition énoncée serait tout aussi bien 
satisfaite si la distance a a", devenant nulle , L' T se confon- 
dait avec A*. Alors le plan V n'est autre chose que le plan pro- 
jetant de la droite A sur le plan H, cette droite étant contenue 
dans le nouveau plan de projection ; A"' dans sa véritable posi- 
tion, c'est la droite A dans l'espace, et cette circonstance s'ex- 
prime , ainsi que nous l'avons vu déjà, en soulignant la nota- 
tion A^- 

Cette position particulière du nouveau plan de projection 
nous servira souvent à obtenir des simplifications remarquables 
dans nos épures. 

85. in. Une droite k parallèle à Vnn des plans de projection 
étant donnée, prendre un nouveau plan de projection qui soit per- 
pendiculaire à cette droite. 

La droite A (fig. 3) est parallèle au plan primitif de projec- 
tion V, parce que sa projection horizontale A*^ est parallèle à 
LT, et il faut remplacer l'un des deux plans primitifs de pro- 
jection^arun autre plan qui soit perpendiculaire à la droif?e A. 

La question ainsi posée , on se demande tout d'abord a«uquel 
dés deux plans primitifs de projection il faudra substituer le 
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nouveau plan, pour que la condition énoncée soit satisfaite, 
et il est facile de voir que dans le cas actuel ce sera le plan H : 
un nouveau plan Y' perpendiculaire à H ne saurait être perpen- 
diculaire à À, puisque cette droite n'est pas parallèle à H , mais 
cette condition peut, au contraire, être satisfaite par un nouveau 
plan H' perpendiculaire à Y, et qui serait défîni sur ce plan par 
une ligne de terre L'T' perpendiculaire à A". A* en effet, dans 
le cas particulier qui nous occupe , est parallèle à la droite A 
dans Fespace, et il suffit dès lors de démontrer que A" est per- 
pendiculaire à H', ce qui est évident , puisque cette droite est 
dans le plan Y perpendiculaire à H' et qu'elle est perpendicu- 
laire à une droite L' T de ce plan. 

Reste à trouver la nouvelle projection A^' de la droite A. Or, 
A étant perpendiculaire à H', sa projection sur ce plan se réduit 
à un point A*', qui doit se trouver dans le prolongement de la 
droite A**, et pour connaître la distance de ce point à L' T', il 
suffira de considérer un point quelconque m de la droite A. Le 
point m a pour projections sur les plans primitifs H et Y, m'' et 
m'' ; or m^p est la distance du point m au plan Y ; cette dis- 
lance ne change pas, et elle est aussi représentée par m*'p'; pre- 
nant donc j)'»i'^ r= |?m*, nous obtenons w*', et c'est en ce seul 
point que se trouve placée toute la projection A*' de la droite A 
sur le nouveau plan H' de projection; en d'autres termes, m^'p' 
est égal à la distance de A'' à L T. 

Cas particulier. Si la droite A était dans le plan Y, auquel cas 
on écrirait A*" au lieu de A", tn^ et jp' se confondraient, et la pro- 
jection A*' serait un point de la nouvelle ligne de terre L' T'. 

84. lY. Une ligne droite A, située d'une manière quelconque dans 
l'espace^ étant donnée ^ obtenir un système de plans de projection 
tel que l'un d'eux soit perpendiculaire à cette droite. 

La figure 4 fera comprendre comment le plan Y ayant été 
d'abord remplacé par un plan Y' parallèle à la droite A donnée 
par ses projections, le plan H a pu être ensuite remplacé par un 
plan H" qui, employé simultanément avec le plan Y', est cepen- 
dant perpendiculaire à la droite donnée A. 

Cette figure n'est en quelque sorte que la superposition des 
deux figures précédentes, et il est essentiel de se familiaiiser 
avec cette succession d'opérations. 
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LT est la ligne de lerre, intersection commune des deux plans 
primitifs H et V ; A* et A" sont les deux projections de la droite A 
sur ces deux plans employés simultanément comme plans de 
projection. 

L' T' est une seconde ligne de terre qui définit sur le plan de 
l'épure, considérée comme étant située dans le plan H, la posi- 
tion du nouveau plan V de projection ; H et V sont alors em- 
ployés simultanément; A* et A**' sont les deux projections de la 
droite A. 

V T est une troisième ligne de terre, qui définit sur le plan de 
l'épure , considérée à ce moment comme étant située dans le 
plan V, la position du nouveau plan W de projection ; V et H" 
sont alors employés simultanément; A**' et A*" sont les deux 
projections de la droite A; A'^' se réduit à un point, parce que 
cette droite est perpendiculaire au plan de projection que Ton 
considère. 

Quelle que soit donc la position d'une droite A dans l'es- 
pace, on peut toujours, au moyen de deux changements de 
plan, obtenir ses projections sur deux plans simultanés de 
projection, dont l'un soit perpendiculaire à la droite don- 
née. 

Il faut acquérir Thabitude de reconnaître avec facilité ces 
opérations successives dans une épure , et s'exercer à voir d'un 
coup d'œil, en l'absence des figures 2 et 3, par exemple, celles 
qui ont été effectuées sur la figure 4. Si LT de la figure 3 
venait à être appliqué exactement sur L' T' de la figure 4, A* 
viendrait en A*', A*' en A'^"; cette difficulté est tout à fait de la 
même nature que celle qui consiste à lire dans un livre placé 
de travers. 

85. V. Changer de plan par rapport à un plan. 
Changer de plan par rapport à un plan P, c'est , d'après la 
définition que nous avons donnée de cette expression , trouver 
la trace de ce plan P sur un nouveau plan de projection H' ou V 
employé simultanément avec l'un des plans de projection pri- 
mitifs V ou H; nous supposerons qu'il s'agit de remplacer le 
plan Y par un noufieau plan V perpendiculaire à H , et défini 
sur ce plan H par une nouvelle ligne de terpe LT (PI. X, fig. 1). 
La trace HP, suivant laquelle le plan donné rencontre le plan H, 
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est toujours une des lignes qui servent à définir la position de 
ce plan, et il faut seulement trouver V'P. 

Le plan étant d'abord déterminé par ses deux traces , nous 
pouvons connaître autant de points que nous voudrons de ce 
plan, par exemple, m et n. Pour avoir la projection «• du 
point m, auquel appartient la projection m^ choisie arbitraire- 
ment , nous menons Â'^ parallèle à HP, nous élevons la perpen- 
diculaire aV sur la ligne de terre , au point a^, et en menant 
a^'m" parallèlement à la ligne de terre, nous savons que nC est 
la projection cherchée ; de même pour n". 

Connaissant m et n par leurs projections respectives sur les 
plans H et V, nous savons déterminer leurs projections m"' et n*' 
sur le nouveau plan V, et le problème se réduit dès lors à ce- 
lui-ci : Étant donnée la trace HP d'un plan P, et les projections 
de deux points contenus dans ce plan, trouver son autre 
trace. 

Pour fixer les idées et rendre le langage plus précis , ima- 
ginons un instant que H soit un plan horizontal, et V un 
plan vertical , nous n'aurons pour résoudre ce problème qu'à 
considérer les horizontales À et B du plan P, qui passent res- 
pectivement par les points m tin. Ces horizontales auront pour 
projections horizontales les parallèles A* et B'^ à la trace HP, et 
pour projections verticales les parallèles À"' et B"' à la ligne de 
terre L'T'. Nous déterminerons les traces verticales c® et d^ de 
ces deux droites , et nous aurons ainsi deux points de la trace 
verticale cher>chée ; la trace elle-même sera la ligne VT qui devra 
comme vérification venir rencontrer la ligne de terre L'T' au 
même point o que la trace horizontale HP. 

Il est presque inutile d'ajouter maintenant que ces raisonne- 
ments sont parfaitement applicables pour le cas où les deux 
plans H et V, sans cesser d'être perpendiculaires entre eux , 
n'occuperaient pas la position que nous venons d'admettre, et 
que par des considérations absolument semblables on aurait 
pu parvenir à trouver la trace du plan P sur un nouveau plan 
de projection remplaçant le plan H , et qui serait par consé- 
quent perpendiculaire au plan conservé V. 

86. Observation. Deux points m et « nous ont été nécessaires 
dans cette solution. Si la trace conservée rencontre la nouvelle 
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ligne de terre dans les limites du dessin, on pourra se borner 
à la considération d'un seul de ces points pour déterminer la 
trace cherchée. 

Hais quelque oonunode que soit ce moyen, qui diminue nota- 
blement le nombre des opâ'ations à effectuer, il faut souvent 
préférer la méthode générde, qui fait obtenir deux points 
aussi éloignés l'un de Tautre que le permet la grandeur de 
répure , et qui par conséquent conduit à la détermination de 
la trace cherchée avec une certitude plus grande. 

87. Cas où L'T' est perpendiculaire à la trace du plan. 

Si la nouvelle ligne de terre est perpendiculaire à la trace que 
l'on conserve , on peut affirmer que le nouveau plan de projec- 
tion est perpendiculaire au plan donné P, auquel cas nous 
savons que tout ce qui est contenu dans ce plan P se projette 
suivant sa trace. Les projections m*' et n*' des deux points em- 
4>loyés à la construction que nous venons d*exposer sont donc 
elles-mêmes sur la trace cherchée , qui se trouve alors déter- 
minée (fig. 2) sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours à A'''. 

Cette circonstance se présentera à nous très-fréquemment. 

88. Cas où L'T est parallèle à la trace du plan. 
Lorsqu'un plan a une de ses traces parallèle à la ligne 

de terre , il est lui-même parallèle à cette ligne , et son autre 
trace lui est également parallèle. Ici le point o est à l'infini , et 
la considération de deux points m et n du plan P est absolu- 
ment indispensable. Après avoir cherché leurs nouvelles projec- 
tions m*'* et n*', on joindra ces deux points par une droite M, 
qui se projette en M* et !!!• dans le système des deux plans 
simultanés de projection H et V, en M* et M*' dans le système 
des deux plans H et V ; la trace a"' de cette droite est un des 
points de la trace du plan, et cette dernière trace V'P s'obtient 
en menant par û^ une parallèle à L'T' (fig. 3). 

L'habileté consiste, dans toutes ces solutions, h. choisir le plus 
convenablement possible ces points qui servent à la construc- 
tion; ils seront toujours d'autant mieux choisis qu'ils seront plus 
éloignés les uns des autres. 

88. VI. Prendre un nouveau plan de projection perpendteu-- 
laire à un plan P, donné par ses traces. 
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Encore bien, q«'en génénd, la condition de perpendicularité 
de deux plans ne puisse s'exprimer graphiquement d'une ma- 
nière simple, il est très-fiicile , dans ce cas, de fixer la direction 
de la nouvelle ligne de terre , et Ton peut à T<^nté rem- 
placer le plan H on le plan Y par un nouveau plan de projection 
qui satisfasse à la condition énoncée. S'ils'agît, en effet, de 
substituer au plan V un nooreau plan de projection V employé 
simultanément avec le plan H, le plan H et le plan donné P 
étant à la fois perpendiculaires au plan V, celui-ci, à son tour, 
sera perpendiculaire à leur commune intersection HP, et, par 
conséquent, toute droite tracée dans ce plan V sera elle-même 
perpendicidaire à la trace HP ; donc enfin L'T' qui est à la fois 
dans le plan H et dans le plan V est perpendiculaire à la ligne HP 
située dans le plan de Pépure. 

On pourrait de même remplacer le plan H par un nouveau 
plan H' perpendiculaire à P, en prenant une ligne de terre XO 
PI. XI, flg. 1), perpendiculMre à VP, 

Reste à déterminer la trace V'P du plan P sur le plan V ; les 
considérations que nous ayons présentées (84) sont ici parfeite- 
ment applicables ; après avoir choisi un point m du plan P , on 
«I cherchera la projection nC'^ et !»•' sera un des points de 
la nouvelle trace du j^n. 

90. VU. Un plan P perpendiculaire à l'tm des plans de pro- 
fection étant donnée prendre wn nouveau plan de projection qui 
soit parallèle à ce pian P. 

Si le plan P ( fig. 2 ) est perpendiculaire au plan de projection 
V, sa trace HP est perpendiculaire à la ligne de terre LT, et Ton 
veut substituer au plan H un nouveau plan H' qui soit à la fois 
perpendiculaire au plan V et parallèle au plan P. De ce parallé- 
lisme il résulte que le plan H', quelle que soit sa position, 
rencontrera le plan V suivant une parallèle à VP; prenant donc 
L'T' dans cette direction , on serait tenté de chercher ensuite 
quelle est la trace du plan P sur le nouveau plan ff défini sur 
le premier plan V par cette ligne de terre L'T'; mais pour peu 
que Ton y réfléchisse , on verra que cette trace n'existe pas ; le 
plan P étant , par construction , parallèle au nouveau plan de 
projection , ce plan P doit se trouver alors représenté par sa 
trace unique VP. 
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01. Vni. Un plan P situé d*Mne manière quelconqîie dans Ves^ 
pace étant donné, obtenir un système de plans de projection, tel que 
Vun des deux soit parallèle au plan donné. 

La figure 3 fera comprendre comment le plan Y, ayant été 
d'abord remplacé par un plan V perpendiculaire au plan P 
donné par ses traces , le plan H a pu être ensuite remplacé par 
un plan H'', qui employé simultanément avec le plan Y', est 
cependant parallèle au plan donné P. 

Celte figure n'est, en quelque sorte, que la superposition des 
deux figures précédentes , et il est essentiel de se familiariser 
avec cette succession d'opérations. 

LT est la ligne de terre, intersection commune des deux 
plans primitifs H et Y ; HP et YP sont les deux traces du plan P 
sur ces deux plans employés simultanément comme plans de 
projection. 

L'T' est une seconde ligne de terre qui définit sur le plan de 
l'épure, considérée comme étant située dans le plan H, la posi- 
tion du nouveau plan Y' ; H et Y' sont alors employés comme 
plans simultanés de projection ; HP et Y'P sont les deux traces 
du pian P. 

L'T' est une troisième ligne de terre qui définit sur le plan de 
l'épure, considérée à ce momeilt comme étant située dans le 
plan Y', la position du nouveau plan H" de projection ; Y' et H" 
sont alors employés simultanément; YTP reste l'une des traces 
du plan P ; son autre trace disparait parce que le plan P, étant 
parallèle au nouveau plan ff', ne saurait avoir de trace sur ce 
plan. 

Quelle que soit la position d'un plan P dans l'espace, on peut 
toujours, au moyen de deux changements de plan, obtenir cette 
situation particulière des plans de projection dans laquelle l'un 
d'eux est parallèle au plan donné . 

Nous avons déjà vu (84) qu'une double opération était égale- 
ment nécessaire pour obtenir un plan de projection perpendi- 
culaire à une droite donnée. 

Remarques générales sur l'usage des changements de plan. 

92. De ce qui précède, il résulte qu'un système d'éléments 
géométriques exclusivement composé de points, de droites et de 
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plans étant donné, nous pourrons substituer aux anciens plans 
de projection des plans nouveaux qui occuperont, par rapport 
à certaines données, des positions de parallélisme oudeperpen- 
dicularité. 

Un seul chaugement de plan suffit pour que Tun des nou* 
veaux plans de projection soit parallèle à une droite donnée ou 
pei*pendiculaire à un plan donné. 

Deux changements de plan sont successivement nécessaires 
pour que Tun des nouveaux plans soit perpendiculaire à une 
droite ou parallèle à un plan du système. 

Et si Ton réfléchit à ce que, dans ces positions particulières, 
la solution de certains problèmes peut, pour ainsi dire, se lire 
immédiatement sur le dessin, on comprendra tout le parti qu'il 
est possible de tirer, en géométrie descriptive, de ces transfor* 
mations dont on ne saurait donner une idée plus exacte qu'en 
les comparant à la transformation des coordonnées dans Tap- 
plication de l'algèbre à la géométrie. 

S'agit-il , par exemple , d'une distance à mesurer sur une 
droite, en obtenant un plan de projection qui lui soit parallèle , 
cette distance se projettera en vraie grandeur sur ce plan, et le 
problème sera immédiatement résolu. 

S'agit-il d'une perpendiculaire à abaisser d'un point sur une 
droite , ne voit-on pas immédiatement que, si Ton considère un 
plan de projection parallèle à celui qui est déterminé par le 
point et par la droite, la perpendiculaire se projettera également 
en vraie grandeur sur ce plan? La même identité sera encore 
réalisée pour une perpendiculaire à un plan , si le plan de pro- 
jection est perpendiculaire au plan donné. 

S'agit-il encore de mesurer l'angle de deux droites, cet angle 
ne sera-t-il pas donné en vraie grandeur par celui des projec- 
tions des droites qui le comprennent, si le plan de projection 
est parallèle au plan des deux droites? Il en sera de même pour 
l'angle de deux plans , si le plan de projection que Ton consi- 
dère est perpendiculaire à leur commune intersection. 

Ramener à ces cas particuliers et remarquables les problèmes 
de la géométrie descriptive, de manière à en obtenir ensuite )a so- 
lution immédiate» tel est le but de la méthode des changements 
de plan , qui est surtout précieuse en ce que , par le choix rai- 
sonné que l'on apprend à faire des nouveaux pians de projec- 
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tion, on peut toujours renfermer toutes les constructions dans 
les limites du dessin, ce qui souvent ne peut être obtenu par les 
modes de solution ordinairement employés. 

Rien ne saurait, au reste, mieux que cette méthode, forcer à 
se représenter les données géométriques dans l'espace , et par 
conséquent habituer Tesprit à ne pas séparer la réalité en re- 
lief, du dessin qui la définit sur les plans de projection. 

d5. Nous remarquerons que, pour arriver au but que nous 
venons d'indiquer, il nous faudra souvent effectuer plusieurs 
changements de plan successifs, mais toujours il est nécessaire 
de changer alternativement les plans de nom contraire ; ainsi 
H et V étant les plans primitifs, on emploiera successivement 
H et V, si c'est le plan Y que l'on remplace d'abord, puis V et 
H'', puis enfin H'' et V"'; c'est à ce troisième changement de plan 
que se boma'ont d'ailleurs les opérations que nous aurons à 
effectuer ; si , au contraire, la première (^>ération consistait à 
remplacer H par H', les différents systèmes de plans de projec- 
tion seraient successivement H et V, H' et V, H' et Y", ff" et Y". 

94. Les lignes de constriM^tion relatives à ces différentes opé** 
rations seront indiquées sur les dessins d'une manière particu- 
lière : celles qui se rapporteront à la première opération seront 
toujours représentées, comme il a été dit en parlant de la nota- 
tion en général, par des lignes mixtes dans lesquelles chaque 
trait sera séparé du suivant par un point ; deux et trois points 
placés dans les mêmes circonstances avertiront qu'il s'agit de 
lignes de construction ayant rapport au deuxième et au troi- 
sième changement de plan. Cette même disposition en traits 
plus longs et plus gros indiquera ce que deviennent les données 
après chaque opération effectuée. 

Lorsqu'on indique par m'^, par exemple, l'une des projections 
d'un point m, la lettre m de cette notation rappelle qu'il s'agit 
du point m de l'espace, et l'indice ^ que c'est sa projection sur 
le plan H que l'on considère. Quand ce plan a été remplacé par 
le plan H', il faut donc que ce dernier indice soit aussi changé 
dans la notation^ et nous écrirons dans ce cas m^; de même m*'', 
A*', A^"", HT, Y'Q sont des notaticms qui suffisent à rappeler à 
l'esprit que l'on a opéré un ou plusieurs changements de plan 



EXPOSÉ SDiXINCT DB Là MÉTHODE DES CHANGEMENTS DE PUN. 63 

par rapport au point m, par rapport aux droites A et B, ou par 
rapport aux plans P et Q. 

La pratique de cette méthode et de ces notations éclaircira 
d'ailleurs, dans les exemples suivants, ce que ces explications 
pouiTaient présenter d'incomplet. 

La plus grande difficulté que rencontre cette pratique consiste 
dans l'habitude qu'il faut prendre de se bien représenter la po- 
sition des deux plans de projection, dont Tun, que Ton suppose 
rabattu sur le plan du dessin , est défini par rapport à l'autre, 
qui est ce plan lui-même, par des lignes de terre différemment 
inclinées; pour se familiariser avec cet ordre d'idées, les élèves 
feront bien de disséquer pour ainsi dire leurs épures, en n'ef- 
fectuant sur chacune d'elles qu'une seule opération de change- 
ment de plan, et en prenant pour d<»inées d'un second pro- 
blème auquel ils consacreront un nouveau dessin, les résultats 
obtenus par cette première opération. 
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CFIAPITRE IL 

PROBLÈMES DE POSITION RELATIVE OU POINT, DE LA 
DROITE ET DU PLAN, PAR LA METHODE DES CHANGE- 
MENTS DE PLAN. 

Problème. I. Trouver la distance entre deux points m et n. 

95. Solution. Si la droite mn qui joint les deux points était pa- 
rallèle à l'un des plans de projection , au plan V, par exemple, la 
partie de cette droite comprise entre ces deux points se projet- 
terait en vraie grandeur sur ce plan V. Dans ce cas particulier 
la ligne à mesurer dans l'espace pourrait donc se mesurer sur 
ce plan V, et si Ton pouvait ramener le cas général dans lequel 
les points m et n sont situés d'une manière quelconque par 
rapport aux plans de projection, à ce cas particulier dans 
lequel la solution se présente d'elle-même, le problème se 
trouverait immédiatement résolu. 

Rien n'est plus facile, au moyen d'un changement de plan de 
projection, que de transformer ainsi le problème, sans faire 
varier la position des points metn dans l'espace. 

Si l'on remarque, en effet, que pour qu'une droite A soit 
parallèle à un plan de projection Y', employé simultanément 
avec le plan H , il faut et il suffit que la projection Â'^ de cette 
droite soit parallèle à la ligne de terre LT' qui définit le plan Y' 
sur le plan H, on voit immédiatement qu'il suffit de choisir 
pour nouvelle ligne de terre L'T' une parallèle quelconque à A*, 
et de chercher les nouvelles projections m"', n"'. A"', des points 
donnés m et n , et de la droite A qui les joint , sur le nouveau 
plan Y' défini par cette ligne de terre. 

On observera que ce plan Y' , ainsi défini , est parallèle au 
plm projetant de la droite A sur le plan H; les plans de projec- 
tion ^multanément employés sont alors H et Y'. 

La ^lution de ce premier problème peut, dès lors, se for- 
muler ainsi : 



( 
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Prendre pour nouveau plan de projection V simultané à H , 
un plan perpendiculaire au plan H, et le rencontrant suivant 
une ligne L'T' parallèle à la projection A^ de la droite A qui 
joint les points donnés m et n. 

Chercher sur ce nouveau plan V les projections des points et 
de la droite A qui les joint 

Mesurer la longueur in*V sur ce plan de projection Y ; ce 
sera la longueur cherchée. (Voy. planche XVI, figure 1.) 

96. Ëpurs. Le point m est donné par ses projections m^ et m% 
sur les plans de projection simultanés H et V , perpendiculaires 
l'un à l'autre, et définis sur le plan du papier par la ligne de 
terre LT qui est leur intersection ; le point n est donné de 
la même manière par ses projections n^ et n*. 

La droite A, qui joint dans Tespace les points m et n, a pour 
projection sur H, la droite A* qui joint les projections m* et n*, 
des points metn sur le même plan. La projection A** de cette 
même droite sur Y est déterminée de la même manière sur ce 
plan. 

Je prends pour nouveau plan de projection simultané avec H 
un plan V dont Tintersection avec H est LT , parallèle à A*^. 
Quelles sont les projections des deux points sur ce plan ? 

La projection m"' du point m sur ce plan V doit se trouver 
sur la perpendiculaire my abaissée sur la ligne de terre VT' 
du point m'^, projection de ce même point m sur le plan H, em- 
ployé simultanément avec Y'. La hauteur du point m au-dessus 
du plan H est donnée en vraie grandeur par la distance nC'p 
de la projection verticale m" à la ligne de terre LT qui 
définit dans le même plan H, le premier plan de projec- 
tion Y, employé simultanément avec lui; tn^p' doit lui être 
égale, et le point m*' se trouve ainsi déterminé. On trouve- 
rait de même «•', en prenant nl^q' = n^q. Les projections m*' 
et rC^ étant ainsi connues, la droite A se trouve projetée sur Y', 
suivant A*', et la longueur de n£^ à n*' est la distance D cher- 
chée; il suffira de la mesurer en mètres sur le papier pour 
pouvoir l'estimer en chiffres. 

Si Féchelle du dessin étant au -^, cette distance est de 0«,35, 

on peut affirmer que la distance des points m et n dans l'espace 

est de 3'",50. 

5 
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97 . Simplification. Épure. (Fig. 2.)Pour permettre à noslecleurs 
d'acquérir une habitude suffisante des méthodes de la géométrie 
descriptive, et surtout pour les forcer à lire dans l'espace, 
nous prendrons pour plans auxiliaires , dans nos épures , ceux 
Qui satisfont à la seule condition de position, nécessaire pour la 
suite des raisonnements; mais il arrivera presque toujours 
qu'en adoptant quelque position moins générale, le tracé 
pourra être considérablement simplifié , en voici un exemple : 

La ligne de terre L'T' n'étant subordonnée à aucune autre 
condition que d'être parallèle à A^, nous pouvons prendre pour 
nouvelle ligne de terre la projection Â'^ elle-même, ainsi que 
nous récrivons sur Tépure 2, ce qui revient à dire que le 
plan y se confond avec le plan projetant de la droite Â sur le 
plan H ; wi** et n^ sont alors sur la ligne de terre , et il suf- 
fit, après avoir mené comme précédemment les perpendi- 
culaires m*!»*', nV, à la nouvelle ligne L'T', de prendre 
jn^m"' =;= pm*, «V = j»*, et la distance m*'»*' se trouve encore 
être la distance cherchée. 

On voit combien cette position particulière , choisie pour le 
plan \\ a simplifié les constructions. 

Le même résultat serait également obtenu en conservant le 
plan Y et en employant simultanément avec lui le plan H'' qui 
projette la droite A sur le plan Y, Le raisonnement serait abso- 
lument le même, pourvu que l'on remplaçât partout le sym- 
bole Y par le symbole H, et v par h. 

Problème IL Trouver la distance d'un point m à un plan P. 

98. Solution. Cette distance est mesurée par la longueur mn 
d'une perpendiculaire abaissée du point m sur le plan P, et 
venant percer ce plan en un point n. 

Quel est le cas particulier dans lequel cette longueur mn se 
projetterait en vraie grandeur, et serait immédiatement connue? 
A cette question qu'il faut toujours s'adresser lorsqu'il s'agit 
de résoudre un problème de l'espace par la méthode des chan- 
gements de plan, la réponse se présente d'elle-même. Si, en 
effet, le plan dont il s'agit était perpendiculaire à l'un des plans 
de projection, au plan Y, par exemple, ne sait-on pas que la 
normale au plan donné sera nécessairement parallèle au plan 
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de projection V, et qu'en conséquence elle s'y projettera en 
vraie grandeur ? Ne sait-on pas aussi que la projection de la 
normale sur ce plan sera perpendiculaire à la trace du plan 
donné; qu'ainsi la projection de la normale est connue ainsi 
qu^ le point où elle rencontre le plan ? On possède donc tout 
ce qu'il faut pour avoir, à Faide d'un simple mesurage , la dis- 
tance cherchée. 

Ramener le cas général à ce cas particulier sans faire varier 
le plan donné dans l'espace , mais seulement les plans de pro* 
jection , voilà donc tout ce qu'il faut faire pour atteindre le but 
que nous nous proposons ici. 

Soient H et V les plans de projection par rapport auxquels 
nous sont données les projections m* et m* du point, les traces 
HP et VP du plan, on pourra toujours trouver un plan V, qui, 
employé comme plan de projection simultanément avec le plan 
H, remplira la condition que l'on désire; car tout plan perpen- 
diculaire à H , et défini sur ce plan par une ligne de terre L'T', 
perpendiculaire à la trace HP du plan donné sur le plan H , se 
trouvera en même temps perpendiculaire au plan donné dans 
l'espace. 

Dès lors nous pouvons ainsi formuler la solution : 

Remplacer le plan V de projection par un nouveau plan V' 
défini sur le plan H par une ligne de terre perpendiculaire 
à HP. 

Représenter sur ce plan V le point et le plan donnés. La 
projection de 1^ normale qui mesure la distance cherchée s'ob- 
tiendra en abaissant du point wi"' une perpendiculaire m^rC"' à la 
trace V'P du plan donné sur le nouveau plan V. (Voy. pi. XVIII, 
fig. 1.) 

99. Épure. »i* et m* sont les projections du point»», HPet VP 
les traces du plan P sur les plans de projection H et V, c'est-à- 
dire les intersections de ces plans avec le plan P de l'espace 
dans sa véritable position, qui ne doit pas changer. 

Nous prenons un nouveau plan V défini sur le plan H par 
une perpendiculaire quelconque L'T' à HP, il faut trouver sur 
ce plan V' la projection m*' du point m et la trace VT du plan P. 

Quant à w*', il doit se trouver sur la perpendiculaire ;«V 
abaissée de tfi' sur la ligne de terre LT', et à une distance W'p' 
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de cette ligne de terre égale à m*p. Quant à la représentation 
du plan P, dont les traces sur les plans H et V employés simul- 
tanément étaient HP et VP, la trace HP ne change pas lorsqu'il 
s*agit des plans simultanés H et Y', et par conséquent le point o 
où la trace HP rencontre la nouvelle ligne de terre L'T', est déjà 
un point de la trace VP que nous cherchons. Pour obtenir un 
autre point de cette trace , il faudra considérer une ligne con- 
tenue dans ce plan , et qui soit parallèle au plan H commun aux 
deux systèmes H, V et H, V. Cette droite, que nous appellerons A, 
étant parallèle au plan H , sa projection sur ce plan sera une 
parallèle A'^ à HP ; le point a"* dans lequel cette droite vient percer 
le plan V, s'obtiendra en menant la perpendiculaire a^'al' à la 
ligne LT par le point a*^, où sa projection sur le plan H coupe 
la ligne de terre ; a^, ou l'intersection de cette droite A contenue 
dans le plan P avec le plan V de projection primitif, se trouvera 
sur VP, et la parallèle af'b' à la ligne de terre LT, sera la projec- 
tion sur V de cette même droite A. Tout point de cette droite 
est dans le plan P, et en particulier le point V"^ b"^ dont la pro- 
jection horizontale l^ se confond avec m^\ c'est le point sur le- 
quel nous opérerons, afin de profiter des lignes qui nous ont 
déjà servi dans les constructions précédentes; si nous avions sa 
projection sur le plan V, nous posséderions un second point de 
la trace que nous cherchons. Opérons donc sur le point 6, donné 
par ses projections 6* et 6", comme nous avons opéré sur le 
point m; prolongeons donc la droite A*, qui, par construc- 
tion, est perpendiculaire à LT, et prenons une longueur b^p' 
r= b'pj en ayant soin d'indiquer le point ainsi obtenu par b^, 
La trace du plan P sur le plan V ou VP sera dès lors donnée 
par la droite o6*' passant par le point o et le point b^. 

Le plan P est alors déterminé par ses deux traces HP, VP ; de 
ce que L'T' est perpendiculaire à HP, on conclut que ce plan est 
perpendiculaire au nouveau plan V de projection ; tout ce que ce 
plan contient se projette sur V, suivant sa trace verlicale VP, 
et de cette position particulière il résulte, ainsi que nous Tavons 
dit, que, pour avoir la distance du point m, représenté mainte- 
nant par m* et «i*', au plan P perpendiculaire à V, il faut abais- 
ser de r/i*', qui est sur notre papier, une perpendiculaire m*V sur 
VP; la longueur w^'n"' de cette perpendiculaire est la longueur 
cherchée. 
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100. Simplification. (Épure 2.) Dans l'épure qui précède, nous 
avons disposé arbitrairement delà position delà droite L'T', 
que nous aurions pu faire passer par le point m* (pour plus de 
simplicité nous avons déjà fait passer A* par w*); p' se confon- 
drait avec ml'^ comme l'indique la ligure 2, et les mêmes rai- 
sonnements conduisent à Va listance m^V, précisément égale à 
celle que nous avions trouvée tout à l'heure, parce que nous 
avons conservé les mêmes données. 

On obtiendrait encore d'autres vérifications en conservant le 
plan primitif de projection V, et en remplaçant, au contraire, 
le plan H par un plan H', perpendiculaire à la fois au plan P et 
au plan primitif de projection V. 

101. Retour aux plans primitifs de projection. Si, dans le 
plus grand nombre des cas , la connaissance exacte de la dis- 
tance que nous venons de trouver suffit , il est cependant né- 
cessaire, dans d'autres circonstances, de connaître en outre 
la position de la normale B par ses projections B^ et B"* sur les 
plans primitifs de projection, et en particulier de pouvoir dé- 
terminer les projections n* et n" du point de rencontre de cette 
normale avec le plan P. 

Occupons-nous de cette détermination sur l'épure : w'n*' est 
la projection B*' de la droite B sur le plan V; celte droite, qui 
est perpendiculaire au plan P, est parallèle au plan V, qui lui- 
même est perpendiculaire à ce plan ; donc sa projection sur le plan 
H sera une parallèle à la ligne de terre L'T', menée par le point 
7w*, puisque celte droite passe par le point m dans l'espace ; 
n^ s'obtiendra par la rencontre de cette parallèle B* à la ligne 
de terre, avec la perpendiculaire n^n^ abaissée de la projection 
«*'sur L'T' : nous avons donc en n^ la projection sur le plan 
primitif H du pied n de la perpendiculaire abaissée du point m 
sur le plan P. 

Pour trouver ensuite la projection »* de ce même point sur 
le plan V, il faut abaisser la perpendiculaire n^r du point n!" sur 
la ligne de terre LT des deux plans simultanés de projection H 
et V et prendre w*r = rC'r' : la normale est alors parfaitement 
connue par ses deux projections B'* et B* sur les plans primitifs. 
Quant à l'épure 2, qui n'est que l'épure générale simplifiée , on 
trouve immédiatement n^, qui est placé sur la ligne de terre L'T', 
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puisque le plan V défini par cette ligne contient à la fois le 
point m et le point «. La projection n" se conclut comme précé- 
demment, et les projections de la normale sur les plans primi- 
tifs sont encore B*^ et B*, n* et n* étant les projections sur les 
mêmes plans de son pied n dans le plan P. 

Problème IIL Trouver la plus courte distance d*un point m à 
une droite A. 

109. Solution. La géométrie nous apprend que pour ayoir 
cette plus courte distance, il faut abaisser du peint m une per- 
pendiculaire sur A ; cette perpendiculaire rencontrera la droite 
en n, et la longueur mn sera la distance cherchée. 

Pour appliquer à cette question la méthode générale des chan- 
gements de plans, il nous faut d'abord concevoir une situation 
des plans de projection telle , que sur Fun d'eux la projection 
de la perpendiculaire mn soit égale à celte longueur elle-même 
dans l'espace, ce qui exige que ce plan de projection soit paral- 
lèle à la droite «wn, que nous appellerons B. Or, cette droite B 
est perpendiculaire à A, par conséquent elle est parallèle à tout 
plan perpendiculaire à A; c'est donc, en définitive, un plan de 
projection perpendiculaire à la droite A , fixe de position dans 
l'espace, que nous devons chercher à obtenir. La projection de 
la droite A sur un tel plan se réduira à un point; le point n, 
pied de la perpendiculaire, se confondra avec lui en projection 
sur ce même plan, et dès lors la projection de la portion mn de 
la droite B sera connue de direction, puisqu'elle passe aussi par 
la projection du point m, et la distance cherchée se trouvera 
immédiatement représentée en vraie grandeur. 

Nous aurons donc résolu le problème lorsque nous aurons 
remplacé le système actuel des plans de projection V et H, dé- 
finis par la ligne de terre LT, par un autre système de plans 
rectangulaires, tel, que l'un d'eux, celui qui remplacera le plan H, 
par exemple, soit perpendiculaire à la droite A , donnée de po- 
sition invariable dans l'espace . 

Mais un pareil plan ne sera pas, en général, perpendiculaire 
au plan V ; il ne pourra donc pas être employé simultanément 
comme plan de projection avec ce plan V, qu'il nous faut par 
conséquent remplacer par un plan V tellement choisi de posi- 
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tion qu'il puisse être employé d'abord simultanément avec le 
plan de projection primitif H , et ensuite avec un plan H*' per- 
pendiculaire à la droite A; ce plan Y' n'est donc pas arbitraire, 
il doit être à la fois perpendiculaire au plan H et au plan H'', 
double condition à laquelle satisfera tout plan parallèle au plan 
projetant de la droite A sur le plan H. Un tel plan est en effet 
perpendiculaire à H, puisqu'il est un plan projetant sur ce plan ; 
il est aussi perpendiculaire à H'^ car il est parallèle à la droite A 
perpendiculaire à ce plan H'^ : c'est donc cette position que nous 
devrons donner au plan V. 

La solution du problème proposé , par la méthode des chan- 
gements de plan, est donc celle-ci : 

Remplacer le plan Y par un plan Y' qui, employé simultané- 
ment avec H , devra être parallèle au plan projetant de la 
droite A sur le plan H , et qui sera par conséquent défini sur ce 
plan par une ligne de terre parallèle à A^. 

Remplacer le plan H par le plan H'^ qui , employé simultané- 
ment avec Y'f devra être perpendiculaire à la droite A ; nous 
verrons, en construisant l'épure, comment ce plan sera graphi- 
quement défini. 

Construire successivement les données de la question sur ces 
deux plans de projection. La droite A se projettera sur H" en 
un seul point A*", le point m y sera représenté par sa pro- 
jection m^. La distance entre ces deux points est la longueur que 
l'on désire obtenir. (Yoy. pi. XX, fig. 1.) 

105. Épuee. Les plans de projection H et Y^ sur lesquels le^ 
données de la question se trouvent indiquées, sont définis par la 
ligne de terre LT; A* et A* sont les projections de la droite A; 
m^ et m" sont celles du point m. 

Nous remplaçons le plan Y par un plan Y' perpendiculaire 
à H, et défini par une parallèle UT' à la projection A^ do 
la droite A. Que deviennent les données de la question sur te 
nouveau système des deux plans de projection H et Y' simulta- 
nément employés, ou plutôt quelles sont les projections du point 
et de la droite sur le plan Y^ car les projections sur le plan H 
n'ont pas varié? 

La projection m"' du point m s'obtiendra en abaissant la per- 
pendiculaire wy sur la nouvelle ligne de terre LT, et en 
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prenant sur le prolongement de cette ligne une longueur />'m*' 
égale à pm'' qui est, en vraie grandeur, la distance du point m au 
plan H qui est encore un de nos plans de projection ; m"' est la 
nouvelle projection du point m. 

On trouvera la projection A*'' de la droite A sur le plan V, en 
opérant sur deux des points de cette droite , choisis arbitraire- 
ment comme nous venons d'opérer sur le point m : c'est ce que 
nous avons fait sur notre épure par rapport aux points a, trace 
horizontale de la droite A, et &> trace verticale de cette droite' 
sur le plan primitif V. La projection sur Y de a est C sur 
la ligne de terre L'T'; la projection &*' de é« s'obtient en pre- 
nant ftV=ft^6*. 

Nos plans de projection simultanés étaient d'abord H et V, 
ils sont maintenant H et V, et il faut qu'ils deviennent V et H", 
H" étant perpendiculaire à la droite A dans l'espace. Cette 
droite A, considérée par rapport aux plans de projection H et V, 
est parallèle à l'un des plans de projection, au plan V que nous 
allons conserver; tout plan perpendiculaire à cette droite A 
coupera donc le plan Y suivant une perpendiculaire à A*'. Nous 
pouvons remarquer déjà qu'en abaissant de m*' une perpendi- 
culaire sur A*' , cette ligne sera la projection sur le plan V de 
la perpendiculaire cherchée B à la ligne A; car la droite A étant 
parallèle au plan Y', tout plan perpendiculaire à cette droite 
sera en même temps perpendiculaire à Y', et c'est suivant sa 
trace , nécessairement perpendiculaire à A*', que se projettera 
une normale quelconque B qu'il contiendrait ; n*' sera la pro- 
jection du pied n de cette normale, et l'on trouvera la pro- 
jection sur le plan primitif H en abaissant la perpendiculaire 
n*'g' sur LT , et en la prolongeant jusqu'à la rencontre n* 
avec la projection A* de la droite A sur ce même plan H ; nC^iC^ 
n'est pas encore la vraie grandeur de la perpendiculaire cher- 
chée , et pour l'obtenir il faut employer un quatrième plan 
de projection parallèle à B et par conséquent perpendiculaire à 
la droite donnée A ; et comme c'est l'intersection d'un plan 
situé de cette manière dans l'espace que nous devons prendre 
pour ligne de terre, nous voyons que notre nouveau plan H" 
sera défini par une perpendiculaire quelconque L'T' à A*'; 
cherchons sur ce plan H" les projections du point et des droites. 

La projection w*" du point m qui correspond à la projec- 
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tion m"*' du même point sur le plan \' est sur la perpendicu- 
laire m^p" à la ligne de terre L'T', et sa distance à cette ligne 
est m^Y=m^p\ La droite A est représentée en projection sur V 
par A"', et en projection sur H" par un point unique situé 
quelque part sur son prolongement, car A*' est perpendiculaire 
à la ligne de terre. Le point n , qui était tout à l'heure projeté 
en n^ et n*, aura pour projection sur H'' , n^' que Ton obtiendra 
en prenant n'^'Y = ^^9' > ^^ puisqu'il se trouve sur la droite A, 
c*est précisément en ce point n*'' que cette droite se projettera 
tout entière sur le plan H''. 

Dès lors fn^'n!^' est la projection de la distance cherchée mn^ 
et comme la droite B sur laquelle cette distance est comptée est 
parallèle au plan de projection H'^ elle s'y trouve projetée en 
vraie grandeur; m*'V mesurée avec un mètre exprime exacte- 
ment la distance cherchée du point m à la droite A. 

104. Simplification. (Épure 2.) Pour Tintelligence de la mé- 
thode nous avons conduit arbitrairement les deux lignes de 
terre L'T', UV , les exigences de la solution nous permettant, à 
cet égard, toute liberté, si ce n'est pour leurs directions ! la 
première doit être parallèle à A'^, la seconde perpendiculaire 
à A"'. Nous allons voir maintenant combien Tépure serait plus 
simple si nous avions pris pour ligne de terre L'T' la projec- 
tion A* elle-même, et pour L'T', une ligne passant par a'^. 

Dire que nous prenons pour la ligne de terre qui doit définir 
le plan Y' sur le plan H , la projection A^ de la droite A , c'est 
montrer que nous prenons pour le plan V le plan projetant de 
cette droite A sur le plan H. La droite elle-même est dans ce 
plan, sa projection sur le plan H se confond avec la ligne de 
terre L'T', et sa projection sur V s'obtient immédiatement en 
joignant le point a, où elle rencontre la ligne de terre, avec la 
projection ô*', trouvée comme précédemment. 

Puis, quand nous prendrons la ligne UT' perpendiculaire 
à A"^ pour définir le plan H", nous voyons immédiatement 
que A"^ étant elle-même la ligne A qui se trouve dans le plan Y', 
ce que nous exprimons en écrivant A"' au lieu de A*', sa projec- 
tion sur le plan H" est le point a lui-même oà elle rencontre la 
ligne L'T'; dès lors, ayant déterminé m*" en prenant comme 
précédemment »ï*y = wy, il suffira de joindre dans le plan de 



74 PKOBLimS DE POSITION RILATIVI DU POINT, DB LA DROITS, ETC. 

répure a à m!'" pour avoir immédiatement en am^^ la vraie 
distance cherchée. 

iOS. Observation. Cet exemple est à la fois fort remarquable 
en ce qu'il indique les simplifications qu'amène un bon choix 
dans la position des plans de projection successifs, et surtout 
parce qu'il met en lumière une des propriétés principales de la 
méthode générale des changements de plan. Dans Tépure 1, 
toutes nos constructions se trouvent resserrées en un très- 
petit espace, tandis qu'elles s'étendent beaucoup plus dans 
l'épure bien plus simple qui porte le numéro 2. Si notre pa- 
pier s'était trouvé plus petit , on comprend donc que nous 
aurions pu être embarrassé en n'indiquant pas la solution gé** 
nérale. L'insuffisance du papier est, en effet, un inconvénient 
que les méthodes ordinaires ne permettent que difficilement 
d'éviter, lorsqu'on n'a plus affaire aux données arbitraires 
d'un livre, mais aux données réelles de la pratique; et quand on 
songe que dans les arts les épures sont ordinairement effectuées 
sur des pans de murs ou des aires nivelées dont on ne peut, 
comme pour une feuille de papier, augmenter les dimensions , 
on a la raison de l'importance que l'on doit attacher aux solu- 
tions nouvelles qui, d'une manière simple, mettent à l'abri de 
cet inconvénient. 

106, Retour aux plans primitifs de projection. Le problème 
qui s'énonce en général ainsi : par un point donné mener une 
droite perpendiculaire à une droite donnée, et construire les 
projections du point de rencontre des deux droites , se trouve 
en partie résolu par la construction qui précède, en ce que nous 
connaissons déjà la longueur de cette perpendiculaire ; nous 
avons mené en m*"A*" (épure 1 ) la projection B*" de cette per- 
pendiculaire B sur le plan H", et en w* V sa projection B*' sur le 
plan V. En partant de ces données rien n'est plus facile que de 
trouver les projections B* et B" de cette droite B sur les plans 
primitifs de projection H et V. 

Puisque nous connaissons les projections m*^ et m* du 
point m par lequel passe cette droite , il suffira de chercher les 
projections correspondantes du point n, point de rencontre 
demandé dans l'énoncé que nous venons de reproduire. 
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Or, connaissant n** et n*", on en conclut immédiatement n*^ 
par la perpendiculaire fC^q' à la ligne de terre L'T' et en pre- 
nant fi^q'==n^Yy P"îs, de ce point n* on arrive à n* par la 
perpendiculaire n*g à la ligne de terre primitive LT en tai- 
sautn^ysisn^y. Mais on peut encore opérer d'une manière plus 
simple qui nous fournit immédiatement plusieurs vérifications : 
le point n est placé sur la droite A, donc ses projections sur des 
plans quelconques doivent se trouver sur les projections mêmes 
de la droite sur ces difiérents plans ; donc n* doit se trouver 
sur A* , «* sur A* , et si les constructions précédentes n'avaient 
point amené à ce résultat, ce serait évidemment la preuve d'une 
erreur commise dans la série des opérations. 

On ne saurait attacher trop d'importance à toutes les vérifi- 
cations que l'on peut ainsi obtenir dans le cours d'une épure» et 
quoique Thabitude de lire sur une épure et de se représenter 
les choses dans l'espace, en indique à chaque instant, nous 
aurons soin d'appeler souvent l'attention de nos lecteurs sur 
celles que nous rencontrerons. 

Dans l'épure 2 le point n*' est donné par la perpendiculaire 
tn^n"' à A*'; ou en déduit n^ de R même manière que pré- 
cédemment, puis »•• Les projections de la perpendiculaire sur 
les plans primitifs de projection sont toujours B* et B". 

Problème IV. Construire la plus courte distance de deux droites 
AetB. 

iOT. Solution. Pour déterminer quel est le cas spécial dans 
lequel la solution de ce problème peut se trouver par une con- 
struction simple effectuée dans l'un des plans de projection , 
il suffit de remarquer que si l'une des droites était perpendicu- 
laire à Tun des plans de projection , elle s'y projetterait en 
un point unique , et toute droite passant par l'un quelconque 
des points de la ligne ainsi située , aurait pour projection une 
droite qui passera par ce point ; mais lorsqu'une droite est per- 
pendiculaire à un plan, toute droite perpendiculaire à celle-là 
est parallèle au même plan. C'est précisément ce qui arrive 
pour la plus courte distance , qui , dans cette position parti- 
culière , se projettera en vraie grandeur. 

Si nous appelons A cette ligne droite perpendiculaire au plan 
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de projection , nous savons donc que toute perpendiculaire D 

^_ à celte droite aura pour pro- 

jection sur H , par exemple , 
une droite D'^ passant par le 
point Â^, et aboutissant à la 
projection B* de la droite B. 
Toutes les perpendiculai- 
res M, N, P à la droite A se- 
raient, d'après ce que nous 
venons de dire, projetées en 
vraie grandeur en M*, N*, P* 
par exemple, figure 2; par 
conséquent la plus courte de 
toutes ces perpendiculaires sera celle qui aura la projection ho- 
rizontale la plus courte , ce sera celle dont la projection M'^ est 
perpendiculaire à B*, car A*»i* qui mesure la portion de cette 
perpendiculaire comprise entre A* et B*, est plus courte que 
toute oblique N* ou P* *. 

En résumé , si A est perpendiculaire au plan H de projec- 
tion , il suffira d'abaisser dn point unique qui constitue sa pro- 
jection A* une perpendiculaire C* sur B*, et la partie de cette 
perpendiculaire comprise entre le point et la droite sera la 
longueur cherchée. 

C'est donc cette circonstance spéciale dans laquelle nous 
n'avons à effectuer qu'une construction extrêmement simple 
sur le papier, qu'il nous faut substituer au cas général ; il faut 
parvenir à avoir un plan de projection perpendiculaire à la 
droite A ; il faut donc renouveler les opérations que nous avons 
déjà effectuées dans le problème précédent, au moyen de deux 
changements de plan ; et lorsque nous aurons obtenu sur ce 
plan perpendiculaire à A les projections de A et de B, nous 



* Nous remarquerons ici que nous n'empruntons à la géométrie élémen- 
taire que ce seul principe , que la plus courte distance entre deux droites 
est perpendiculaire à Tune d'elles, ce qui paraîtra évident si Ton observe que 
si h était le point où la plus courte distance rencontre la droite B , et si la 
plus courte distance était, par impossible > une oblique par rapport à A , on 
pourrait cependant abaisser du même point h une perpendiculaire plus courte 
encore sur la droite A. 
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n'aurons plus qu'à opérer sur ce plan , comme l'indique le rai- 
sonnement que nous venons de développer. ( Voy. pi. XXII. ) 

108. Épure. Ce serait faire un double emploi que de répéter 
ici ces constructions, pour l'intelligence desquelles nous ren- 
voyons à répure précédente. 

A est donnée par ses deux projections A^ et A* ; B par ses 
deux projections B* et B". 

Nous prenons un premier plan parallèle au plan projetant de 
la droite A ; et , pour la simplicité des opérations , nous avons 
même pris pour ce plan , qui doit nous servir simultanément 
avec H , le plan projetant de A sur ce plan H ; la ligne de terre 
L'T' qui déduit le nouveau plan V, est alors la projection A* 
elle-même. 

A'^ et B* ne varient point , A* est remplacé par A*' que l'on 
obtient en cherchant la nouvelle projection t^ d'un de ses 
points /, projeté primitivement en ^; et comme A"' est dans le 
plan V, nous prendrons soin de souligner la notation et d'é- 
crire A*'. B"' s'obtient de la même façon en opérant sur la ligne 
de terre L'T' au moyen des projections primitives de deux des 
points de cette ligne. Nos données sont alors (A*, A*')(B*, B*')i et 
nous effectuons un nouveau changement de plan pour que A 
soit perpendiculaire au nouveau plan H" que nous allons em- 
ployer simultanément avec V, et qui se trouve défini ainsi que 
nous l'avons vu dans le problème précédent par une ligne de 
terre L'T' perpendiculaire à A*^. 

Le plan T ne changeant pas, A*' qui est la droite A elle- 
même située dans ce plan , se projette sur la nouvelle ligne de 
terre en un seul point A*^". B'^" se déduit de B*' et de B* par les 
opérations que nous avons indiquées déjà , et nos données sont 
alors sur les plans V et H" que nous considérons comme étant 
sur notre feuille de papier (A'^', A*'), (B'^", B*'), et l'une de nos 
droites A est perpendiculaire au plan H", c'est-à-dire que la 
circonstance particulière que nous recherchions se trouve réa- 
lisée. 

De A*^' abaissons maintenant la perpendiculaire A^^n*" sur B^', 
et nous obtiendrons la projection D'^' de la plus courte distance 
cherchée sur le plan H", et même en Al^'n^' cette plus courte 
distance en vraie grandeur. 
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109. Retour aux plans primitifs de projection. La droite D 
étant parallèle au plan H" de projection, nous savons déjà que 
sa projection sur le plan Y simultané de H" est une parallèle à 
VT ligne de terre qui définit ces deux plans Tun par rapport 
à l'autre ; le point »"' de celte projection D''' est immédiatement 
connu en prolongeant jusqu'à B*' la perpendiculaire abaissée 
du point n*" sur L'T', et par suite D*^ est la droite n'^f menée 
par n''' parallèlement à la même ligne de terre. La droite D 
nous étant maintenant donnée par ses deux projections D'^'' 
et D"' sur les plans W et Y' simultanément employés, il ne 
saurait y avoir aucune difficulté pour passer de ces projections 
àD'', puis à D'', en opérant, ainsi que l'examen de l'épure suf- 
fira pour le faire comprendre, sur deux des points / et » de celte 
droite; la plus courte distance cherchée se trouve enfin pro- 
jetée en D* et D**, et nous posséderons ses points de rencontre 
/ et n avec les deux droites A et B sur les projections primi- 
tives. Si l'on voulait obtenir la preuve que les opérations ont 
été bien conduites , ou chercherait directement la distance du 
point l au point n donnés tous deux par leurs projections P" et f, 
n^ et w* ; et à moins d'avoir commis quelque erreur, la distance 
de ces deux points devra être égale à la longueur déjà trouvée 
sur l'épure A^*"n*" de la plus courte distance projetée en vraie 
grandeur sur le plan H". 

110. Observation. Si les deux droites se rencontraient, la plus 
courte distance serait nulle ; mais on est averti à priori de cette 
circonstance par l'examen njiéme des données de la question. 
Si, en effet, les droites se coupent, le point où leurs projec- 
tions sur le plan H se rencontrent étant nécessairement la pro- 
jection sur ce plan de leur point commun , cette projection et 
celle du même point sur le plan V, doivent se trouver sur une 
même perpendiculaire à la Hgne de terre; et la condition né- 
cessaire et suffisante pour que les deux droites se rencontrent , 
consiste en ce que cette perpendiculaire vienne exactement 
passer par le point de rencontre des projections des deux droites 
sur le plan V. 

On aura donc soin , avant de chercher à résoudre le pro- 
blème de la plus courte distance , de s'assurer que celte plus 
courte distance existe, et qu'elle n'est pas nulle. 
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PaoBLÈXE y. Deux droites \ et B étant données , construire 
l'angle qu'elles forment entre elles. 

iii. Nous supposerons d'abord que les deux droites sont 
contenues dans un même plan dont on puisse au moins déter- 
miner une des traces. 

Solution. Dans quelles conditions Tangle de deux droites sera- 
t-il donné en vraie grandeur par Tangle de leurs projections? 

Est-il possible de réaliser ces conditions en substituant de 
nouveaux plans de projection aux anciens, les droites restant 
invariables de position dans Tespace? 

Telles sont, nous ne saurions trop insister sur ce point, les 
questions fondamentales auxquelles chacun doit s'efforcer de 
répondre : se les faire souvent, est un moyen sûr de se rendre 
promptement familières les solutions de la géométrie descrip- 
tive. 

En présence de ces questions, qui ne voit de suite que Téga- 
lité entre l'angle des deux droites et l'angle de leurs projections 
ne saurait exister qu'autant que le plan de projection serait pa- 
rallèle à chacune d'elles, et par conséquent à leur plan? C'est 
donc un plan ainsi situé que nous devrons prendre pour rem- 
placer l'un des plans de projection, le plan H par exemple; mais 
un pareil plan n'est pas, en général, perpendiculaire au plan V, 
il ne pourra servir simultanément avec lui de plan de projec- 
tion, et il faudra par conséquent se servir d'un plan intermédiaire 
V, tellement placé qu'il puisse servir successivement de plan de 
projection, d'abord avec le plan H, puis avec le plan H'^ parallèle 
aux deux droites données ; ce plan intermédiaire V doit donc 
être à la fois perpendiculaire à ces deux plans , condition à la- 
quelle il ne pourra satisfaire que s'il est perpendiculaire à leur 
intersection commune , nécessairement parallèle à la trace HP 
du plan qui contient les deux droites ; sa trace sera donc per- 
pendiculaire à cette trace HP; et, comme cette trace n'est autre 
chose que la ligne de terre L'T', qui devra définir le plan inter- 
médiaire V sur le plan H , nous avons maintenant tous les élé- 
naents nécessaires pour résoudre le problème proposé, ainsi 
qu'il suit : 

Remplace le pliifn V 4e projaotiai} par un pla» V défini mx 
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le plan H par une ligne de terre perpendiculaire à la trace du 
plan qui contient les deux droites. 

Représenter sur le plan T les deux droites données A 
et B. 

Remplacer le plan H de projection par un plan H'' parallèle 
aux deux droites données, et pour lequel nous déterminerons 
la position de la ligne de terre sur Tépure même. 

Retrouver sur ce plan les deux projections des droites A et Et- 
rangle de ces deux projections A*" et B*" sera précisément l'an- 
gle cherché. (Voy. pi. XXIV.) 

IIS. Épure. Les deux droites A et B sont quelconques dans 
Tespace; elles ne sont assujetties qu'à une seule condition, celle 
de passer par un même point, ce qui revient à dire que leurs 
projections sur le plan V se rencontrent en un certain point m*, 
qui se trouve sur la même perpendiculaire à la ligne déterre LT 
que le point m* de rencontre de leurs projections A* et B* sur 
le plan H. 

Les traces a, b de ces droites sur le plan H doivent se trouver 
sur la trace du plan qui contient les droites ; cette trace du plan 
sera donc HP, et nous avons à prendre, pour délQnir le plan V, 
une ligne de terre L'T', dont la direction seule est déterminée : 
nous mènerons donc une perpendiculaire quelconque L'T' à la 
droite HP, et il nous faut construire les projections A*' et B*' des 
droites A et B sur le plan Y défini par la ligne L'T', et em- 
ployé simultanément avec le plan primitif H. 

m étant un point qui appartient aux deux droites, nous cher- 
cherons d'abord sa projection m*' sur le plan V, en observant que 
ce point doit se trouver sur la perpendiculaire m^p' à la ligne de 
terre L'T', et que Ton doit avoir »i*'p' = m*p. Déterminons encore 
les projections aetb des traces sur le plan H, des deux droites A 
et B. Ces projections s'obtiendront en abaissant, de a et ft, des 
perpendiculaires à L'T'; mais ces perpendiculaires se confon- 
dront nécessairement avec HP qui , par construction , est elle- 
même perpendiculaire sur L'T'; les deux points o"' et ô"' se con- 
fondent, et nous apprenons ainsi que nos deux droites ont toutes 
deux pour projection sur le plan V la même droite o*' m»', ce 
que nous pouvions, au reste, prévoir, car le plan tout entier qui 
contient les deux droites devant être perpendiculaire à V, tout 
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ce qui se trouve dans ce plan , les droites À et B comme toutes 
autres, doivent se projeter sur une seule et même ligne. 

Nos deux droites sont maintenant exprimées par leurs pro- 
jections sur les plans simultanés de projection H et Y'; il faut 
trouver leurs nouvelles projections sur un nouveau plan H'^ pa- 
rallèle au plan des deux droites et rencontrant par conséquent 
le plan Y' suivant une parallèle UT à A*', qui est en même 
temps B*'. 

Pour rapporter le point m à ce nouveau plan , nous menons 
ni"p" perpendiculairement à L"T", et nous prenons m^y=m^p' ^ 
en ayant soin de porter cette première distance en arrière du 
point f/\ parce que m" est en arrière du point p^. Les projec- 
tions a*"" et 6^' des points a et 6 sur le plan H'^ se trouveront 
ensuite en prenant sur la perpendiculaire a'Y' à W\ a'*"q" 
= oa"', b^Y = *«*' ; les droites A et B sont donc projetées 
respectivement en A'^' et B^'; et, comme elles sont toutes 
deux parallèles au plan de projection B!\ Tangle « que font 
entre elles ces projections est égal à Tangle des droites elles- 
mêmes. 

113. Simplifications. Elles consistent à faire passer les deux 
lignes de terre L'T', L'T' par des points remarquables de la 
question. Par exemple L'T' passe par le point m\ ce qui revient 
à dire que le plan Y' contient alors ce point m, que Ton obtient 
lui-même au lieu de sa projection m*'. La ligne de terre UT 
peut occuper aussi la position particulière déterminée par A*^ et 
B^, c'est-à-dire que le plan H" serait le plan même des deux 
droites, en sorte que les projections A*" et B*^", des droites A et B 
sur le plan H'', seraient remplacées par ces droites elles-mêmes, 
ce que Ton exprimerait en écrivant A*" au lieu de A*", B*" au lieu 
de B*". 

Cas où les droites ne se coupent pas. 

114. Lorsque les droites A et B ne se coupent pas, on sait 
que la mesure de Fangle des deux droites est donnée par 
Fangle que fait la droite A avec une parallèle B' menée par Tun 
quelconque a de ses points à l'autre droite B. 

Le problème, dans ce cas général, peut donc se ramener à 
celui dans lequel les droites se coupent, si Ton se rappelle qu'il 

6 
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faut et qu'il suffit, pour que deux droites B et B' soient parais 
lëles, que le parallélisme existe entre leurs projections. Cette 
construôtion préliminaire de la parallèle ne présente aucune 
difficulté après ce que nous avons déjà dit à cet égard , et nous 
fious dispenserons d'y consacrer une épure spéciale. 

n est bon de savoir cependant que Ton peut arriver directe- 
ment à construire l'angle des deux droites , même lorsqu'elles 
ne sont pas situées dans un même plan , tout en se dispensant 
de tracer cette parallèle; il peut arriver d'ailleurs que la trace 
du plan qui contient les deux droites ne puisse être facilement 
obtenue, et cette circonstance nous engage à donner de ce pro- 
blème une solution générale qui n'exige autre chose que l'ap- 
plication de la méthode des changements de plan , qui seule 
nous a servi dans toutes nos applications. 

Dans ce problème général, comme dans les deux suivants, où 
il 8*agit de construire , soit l'angle de deux plans , soit l'angle 
d'une droite et d'un plan, nous verrons que deux change- 
ments de plan ne suffisent pas» et qu'il en faut opérer un troi- 
sième. 

ils. SoLuîioN GÉNÉRALE. Rcproduisous encore notre question 
habituelle : dans quelles conditions l'angle des deux droites 
èera-t-il donné en vraie grandeur par l'angle de leurs projec- 
tions? Ce sera évidemment lorsque les projections des deux 
droites seront respectivement parallèles à elles-mêmes , ce qui 
exige que l'une et l'autre droite soient parallèles au plan de 
projection sur lequel se prendra la mesure. 

Est-il possible de réaliser ces conditions en substituant de 
nouveaux plans de projection aux anciens , les droites restant 
invariables de position dans l'espace ? Sans doute, puisque nous 
en avons vu un exemple dans le cas où les droites sont dans un 
même plan, et qu'alors le plan de projection est parallèle à 
toute droite qui sera parallèle à l'une ou à l'autre. 

Mais comment réaliser ces conditions sans construire le plan 
qui contient à la fois la droite Â et une parallèle à la droite B, 
menée par un de ses points? Nous avons déjà plusieurs fois 
changé de plan, de telle manière qu'un plan de projection H" 
soit perpendiculaire à une droite Â ; si nous étions dans cette 
position , B'est-il pas vrai que le pdsm Y' , employé simulta- 
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nément avec H^ étant parallèle à A, tout autre plan V employé 
simultanément avec H" sera aussi parallèle à cette droite A, qui 
est perpendiculaire à ff^ car tout plan simultané avec ce plan lui 
est perpendiculaire, et parallèle par conséquent à toute droite 
qui lui est perpendiculaire. 

Puisque sans changer cette condition de parallélisme de la 
droite A ayec le plan de projection employé simultanément 
avecH'', nous pouvons remplacer arbitrairement ce plan Vparun 
autre (dan Y^; nous pouvons évidemment choisir ce plan V de 
telle sorte qu'il soit aussi parallèle à B, et alors les deux droites 
A et B étant à la fois parallèles à ce plan, Tangle de leurs projec- 
tions sur ce plan V^ mesurera exactement Tangle des deux 
droites. C'est ainsi que nous allons opérer, en procédant succes- 
sivement aux opérations suivantes : 

Trouver les projections des droites A et B sur un plan Y' per- 
pendiculaire à H et parallèle à A. 

Trouver les projections de ces droites sur un plan ff' perpen- 
diculaire au nouveau plan Y' et à la droite A, dont la projec- 
tion A^' se trouvera dès lors réduite à un point. 

Trouver les projections de ces droites sur un nouveau plan Y"' 
perpendiculaire à W et parallèle à B, A"^ sera comme Tétait A** , 
une perpendiculaire à la ligne de terre; la droite A sera 
comme B parallèle au nouveau plan Y"', et Tangle des deux pro- 
jections A**' et B^ sera Fangle cherché. ( Voy. pi. XXYI.) 

116. ÉPuaB. La ligne de terre LTqui définit le plan Y' sur 
le plan H, doit, comme précédemment, être parallèle à A^ ; n qui 
est la tracjB de A sur le plan H se projette en n"' , m se projette 
en m"' en prenant m'^p' = m^'p. Ainsi se trouve déterminée A**' ; 
B''' s'obtient de la même façon au moyen de deux points de B\ 
desquels on abaisse des perpendiculaires suffisamment prolon- 
gées sur la ligne de terre L'T'. 

La ligne de terre L'^T", qui définit le plan W sur le plan Y\ 
doit, comme précédemment, être perpendiculaire à A'''; la 
projection A'^' de cette droite perpendiculaire au plan H" se 
réduit au point unique A'^'' ; B'^ s'obtient en abaissant, de deux 
points de B**', des perpendiculaires sur la ligne de terre L'T', 
et en portant sur ces perpendiculaires des longueurs telles 
que my . 
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Le troisième plan V" devant être parallèle à B, il faut que la 
projection B*" de cette droite sur le plan H" soit parallèle à la 
ligne de terre UT" qui définira sur ce plan W le plan V"' qui 
doit être employé simultanément avec lui. La direction de L'T* 
se trouve dès lors déterminée par cette condition; A*^'' sera 
donnée par la perpendiculaire abaissée de A!"'^ sur L'T', puisque 
la ligne A de Tespace est, par construction, perpendiculaire au 
plan H", simultané de V" ; B*"' se construit au moyen de deux 
points de B**" comme précédemment, et Taugle cherché se 
trouve mesuré sur le papier par Tangle des devQi droites A""' 
et B'^". 

On pourrait effectuer les mêmes opérations en remplaçant 
d'abord le plan H par un plan H\ et on arriverait ainsi à un 
plan H"' parallèle aux deux droites sur lequel se trouverait 
encore Tangle cherché en vraie grandeur; ces deux construc- 
tions indépendantes, en conduisant au même angle, fourniraient 
une vérification. 

117. Simplification. La projection A* de la ligne A pouvait 
servir de ligne de terre L'T' ; on pouvait faire passer LT par le 
point de rencontre de L'T', et de A*' ; enfin , rien n'empêchait 
de prendre B'^' pour L'T'. Chacun de ces choix aurait concouru 
à la simplification de l'épure, et il nous suffit ici de donner cette 
indication générale pour mettre le lecteur en état d'effectuer les 
constructions simplifiées ainsi. Il nous a paru plus utile d'indi- 
quer la solution générale qui se Ut plus nettement sur l'épure, 
et qui s'explique sans confusion. 

118. Observation. Dans les trois problèmes relatifs aux angles 
des droites ou des plans, il ne saurait y avoir d'inconvénient à 
remplacer les données de la question par des plans ou des 
lignes parallèles, toutes les fois qu'il y aurait avantage dans le 
tracé, la condition de parallélisme étant suffisante pour assurer 
l'invariabiUté de l'angle ainsi construit. 

Problème YI. Deux plans étant donnés^ construire l'angle quHls 
forment entre eux* 

1 19. Solution parl' angle de deux droites. L'angle dedeuxplans 



PROBLÈBISS DB POSITION BELATIVB DU POOnr, BB LA DROITS, BTC. 85 

se mesure par Tangle des perpendiculaires menées dans chaque 
plan, à rintersection commune par un même point de cette inter- 
section. Mais si l*on imagine que, par un point quelconque m de 
l'espace, on mène un plan perpendiculaire à cette commune 
intersection , puis , dans ce plan, deux perpendiculaires res- 
pectives aux deux plans, ces deux droites formeront, avec les 
intersections faites dans les plans donnés par ce troisième plan, 
un quadrilatère tel que ÂBmD (fig. 3) dans lequel les angles 
en B et en D seront droits , de telle sorte que, la somme des 
quatre angles d'un quadrilatère étant toujours égale à quatre 
angles droits, et les deux seuls angles en B et en D valant deux 
droits, la somme des deux autres sera aussi égale à deux droits 
ou 180^ Donc A = 180'»— m. A, c'est Tangle des deux plans, 
m c'est Tangle des deux perpendiculaires abaissées respective- 
ment par le point m sur les deux plans. L'angle des deux plans 
nous sera donc connu si nous savons construire l'angle des 
deux perpendiculaires , puisqu'il en est le supplément. 

Cette solution peut immédiatement 
être effectuée en projection, car la 
projection M'^ de la perpendiculaire M 
au plan P, passe par la projection w" 
du point m , et est perpendiculaire à 
la trace HP, par laquelle ce plan P 
nous est donné sur le plan H de pro- 
jection. De même N* est perpendicu- 
Fîg. 3. laire à HQ ; de même encore M* et N% 

passent toutes deux par m\ et sont respectivement perpendi- 
culaires aux traces VP et VQ des deux plans donnés, sur le plan 

V de projection. 

Le problème est donc ramené à construire l'angle des deux 
droites (M\ M"), (N\ N"), qui passent toutes deux par le point 
arbitraire (m*, m") ; soit a la valeur de cet angle que nous avons 
appris à déterminer, l'angle des deux plans sera 180»— a. 

Nous ne produirons pas l'épure de cette solution, qui est 
souvent la plus rapide, ce serait répéter inutilement toutes 
les opérations de l'épure précédente. Il sera plus utile de faire 
voir comment la méthode générale des changements de plan 
peut directement résoudre le problème de l'angle de deux 
plans. 
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IfiO. Soi^tiTioN DiBSCTB, Dans quelle position l'angle dei deux 
plans serait-il donné par l'angle de leurs traces respectires? 
Évidemment, quand l'un et l'autre de ces deux plans sont per- 
pendiculaires à un même plan de projection, car alors les deux 
U*aces sont à la fois perpendiculaires à la commune intersec- 
tion des deux plans , puisqu'elles passent par un point de cette 
commune intersection , et qu'elles sont situées dans un plan 
perpendiculaire à chacun des plans donnés. 

Est-il possible de ramener toujours à cette position spéciale 
Tun des plans de projection, en laissant invariables les deux 
plans donnés P et Q ? Nous savons déjà que nous pourrons , au 
moyen de deux changements de plan, faire en sorte que P, par 
exemple , soit parallèle à un plan de projection H'^ ; P est alors 
perpendiculaire au plan T simultané de H^, car deux plans si- 
multanés étant, par construction, perpendiculaires, V est per- 
pendiculaire à H", et par conséquent à tout plan P parallèle à W. 
Ceci admis, il est facile de voir que P sera en même temps pa^ 
^^ /^/^/^<ir«Jlàlaà tout autre plan V*' employé simultanément avec H", et 
u ^c ^Lfy qu'ainsi on a la liberté de choisir ce plan V", de telle façon qu'il 
soit perpendiculaire au plan donné Q. 

Le plan V"' ainsi choisi , sera donc à la fois perpendiculaire à 
P et à Û ; l'angle de ces deux plans sera donné par l'angle des 
deux traces de ces plans sur V^. 

i9l. Épurx,. Nous nous bornerons à indiquer les opérations 
successives du tracé, parce qu'elles rentrent dans celles que 
nous avons déjà pris l'habitude d'effectuer dans les problèmes 
précédents. (Voy. pi. XXVIII. ) 

Le plan B!\ avons-nous dit , doit être parallèle à P, ce qui 
exige un plan intermédiaire V perpendiculaire h P> et pou- 
vant être employé simultanément avec le plan H. Pour ceh 
la ligne L^T' qui définit le nouveau plan V sur le plan H, est 
une perpendiculaire à la trace HP du plan P. Nous détermi-' 
nerons sur le plan V^ ainsi défini les traces Y'P et V'Q des plans 
donnés. 

Remplaçons «maintenant H par W, qui, étant parallèle à P, 

peut être employé simultanément avec le plan Y que nous venons 

de trouver. Ce plan H" est défini sur T par la ligne VT parai- 

• lèle à V'P ; et connaissant cette ligne de terre L'T', nous saurons 
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trouver la trace H'^Q du plan Q sur ce plan H". Quant à celle du 
plan P, il serait inutile de la chercher, car ce plan P étant, par 
construction, parallèle à H'', ne peut avoir de trace sur ce plan 
qu'il ne saurait rencontrer, et il est complètement déterminé 
par cette condition qu'il est parallèle au plan H'', et qu'il passe 
par sa trace VT sur T. 

Enfin , remplaçons V par un nouveau plan V perpendicu- 
laire à û, ce plan sera défini sur H'' par une ligne de terre UT" 
perpendiculaire à la trace ff'Q du plan Q sur ce même plan H''; 
et c'est sur ce dernier plan V" qu'il nous faut trouver les traces 
des deux plans donnés. La recherche de VQ ne présente au* 
cune difficulté; c'est là une opération que nous avons fréquem- 
ment effectuée, et la détermination de V^T est bien plus simple 
encore ; car, quel que soit le plan V employé simultanément 
avec H'', V" est toujours perpendiculaire à H" qui est lui- 
même paraUèle à P ; donc la trace V'P est parallèle à la ligne 
de terre VTy comme la trace V'P était elle-même parallèle à 
UV; et puisque la distance de P au plan H" était mesurée sur 
l'épure par la distance entre la trace VT et la ligne de terre L'T', 
et que les deux plans parallèles H'^ et P ne changent pas de 
position , il faudra que cette même distance soit encore celle 
de L'^T" à la trace V*P de ce même plan P sur notre nouveau 
plan T\ 

L'angle de V"P et de V^Q est l'angle cherché. 

122. Simplifications. On aurait pu prendre, pour ligne de 
terre L'T', la trace même VQ^à laquelle elle doit être parallèle, £ 
ce qui revenait à prendre le plan P lui-même pour plan de 
projection. Par suite V^P se serait confondu avec L"T", et Ton 
aurait abrégé le nombre des lignes. Remarquons d'ailleurs que 
sans faire ce choix particulier de la position de L'T', il o'éteit 
pas nécessaire de construire VT, puisque Tangle de V*'Q avec 
la ligne de terre Vl"' est précisément égal , eomme angle formé 
entre une même droite et deux droites parallèles entre elle9, 
à l'angle de V^Q et V'T. 

Cas où Ton connaît Tintersection des deux plans. 

185. Quand on p«ut construire l'ijat^rsection des deux plapf 
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P et Q, on éyite un changement de plan, car Tangle cherché est 
Tangle même des traces toutes les fois que l'intersection des 
deux plans est perpendiculaire au plan de ces traces , et nous 
ayons appris déjà, par deux changements de plan , à faire que 
Fun des plans de projection soit perpendiculaire à une droite 
quelconque. 

C'est donc ainsi qu'il faudra opérer dans ce cas; la connais- 
sance de rintersection nous tient lieu d'un changement de 
plan. 

Cas où l'un des plans donnés se confond avec Tun des plans de projection* 

184. S'il s'agit simplement de déterminer Fangle du plan P 
donné par ses traces avec l'un des plans de projection , le plan 
H, par exemple, la méthode générale des changements de 
plan permet d'arriver immédiatement à la construction de cet 
angle. 

Si, en effet, le plan^donné était perpendiculaire au plan V, 
l'angle que sa trace sur ce plan fait avec la ligne de terre, serait 
précisément l'angle cherché : car l'angle de ces deux droites 
n'est autre chose que celui des deux sections faites dans ces 
deux plans par un même plan perpendiculaire à la commune 
intersection qui est ici la trace. Toute la difficulté se réduit 
donc à remplacer le plan V par un plan Y', auquel le plan donné 
soit perpendiculaire. Ce plan V sera déûni par une ligne de 
terre LT' perpendiculaire à la trace HP du plan, et il suffira de 
trouver la nouvelle trace VT sur ce plan V. 

C'est ce que représente l'épure, planche XXXII, figure 1. HP et 
VP sont les deux traces du plan donné ; prenons un nouveau plan 
T défini sur l'ancien plan horizontal H par L'T' perpendiculaire 
à HP; le point o' est déjà un point de la trace YT du plan donné 
sur ce plan Y'. Pour en obtenir un autre point, considérons , 
comme nous l'avons déjà fait, une droite menée dans le plan 
P parallèlement au plan H , la projection A* de cette droite sera 
une parallèle quelconque à HP; et pour obtenir la projec- 
tion A* correspondante , il faut reporter le point a^, où cette 
droite coupe la ligne de terre LT, sur la trace YP; on obtiendra 
de cette manière la trace a"" de cette droite sur le plan Y, et 
sa projection sur ce plan sera la parallèle A** à la ligne de terre. 
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Le point b de l'espace est représenté sur les plans H et Y par ses 
projections V" et 6", et il est obtenu dans le plan V en ¥' en pre- 
nant Vb''^^ b*p. Ce point b, appartenant au plan V'et au plan P, 
est un des points de leur intersection ou de la trace de Fun sur 
Tautre; par conséquent la trace de P sur Y' est o'b*' ou Y'P, et 
Tangle cherché étant mesuré par b'^o' T', la solution du problème 
se trouve obtenue d'une manière très-simple. 

Problèmb Yn. Construire l'angle formé par une droite et un 
plan donnés de position dans l'espace. 

i2S. Solution par l'anglb db deux droftes. Si, par un point quel' 
conque de la droite A, on suppose, par la pensée, que Ton abaisse 
une perpendiculaire C sur le plan donné P, on démontre que 
Tangle des deux droites A et C est le complément de Fangle de 
la droite et du plan. On peut, en effet, par cette perpendicu- 
laire C et la droite A , faire passer un plan , et ce plan sera per- 
pendiculaire au plan donné ; si Ton joint le pied de la perpen- 
diculaire au pied de l'oblique , on se trouvera avoir dans ce 
plan un triangle MNR (fig. 4} dans lequel l'angle M est ,par dé- 
finition, l'angle de la droite avec le plan P; et ce triangle étant 
rectangle, l'angle en M est égal au complément de l'angle en N, 
c'est-à-dire que leur somme est égale à un angle droit ou 90^, 
en sorte que si l'on connaissait Fangle a des deux droites, la va- 
leur de l'angle cherché serait exprimée par 90*— «. 

Et, comme nous savons, par un 
point, mener une perpendiculaire à 
un plan , puisque les projections de la 
perpendiculaire sont respectivement 
perpendiculaires aux traces du plan, 
ce que nous avons dit de l'angle de 
^^' ^' deux droites nous permet de con- 

struire «, et par conséquent l'angle 90*— a qui est l'angle 
cherché. 

L'angle d'une droite et d'un plan étant défini par l'angle que 
fait la droite avec la Ugne qui joint le pied de la droite et le 
pied de la perpendiculaire abaissée de Tun des points de celte 
droite sur le plan , nous remarquerons ici que cet angle n'est 
autre chose que l'angle de la droite avec sa projection sur le 
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plan; définition plus simple dont nous pourrons quelquefois 
nous servir. 

Nous ne donnerons pas Tépure de la solution dont nous ve- 
nons de parler, parce qu'elle ne serait qu'une répétition de 
répure précédente , et nous nous bornerons à décrire rapide- 
ment la solution directe que la méthode des changements de 
plans nous permet d'obtenir sans recourir à la perpendiculaire 
qui nous est, dans celle-ci, indispensable. 

1S6. Solution directe. Dans quel cas l'angle de la droite A et 
du plan P sera-t-il donné en vraie grandeur par Fangle que 
comprennent sur Tépure la projection de la droite et la trace 
du plan? 

L'angle d'une droite A et d'un plan P, c'est, ainsi que nom 
venons de le voir, Fangle que cette droite fait avec une autre 
droite B, qui joint, dans le plan , le pied de la droite A au pied 
de la perpendiculaire C, abaissée d'un point de A sur ce plan. 
Si nous connaissions le plan Q, qui contient A et B, la réponse 
h notre question serait facile, puisqu'il suffit, pour qu'un angle 
ou une figure plane quelconque se projette en vraie grandeur* 
que le plan Q qui la contient soit parallèle à l'un des plans de 
projection. 

Déjà nous avons vu que ce choix d'un plan de projection pa- 
rallèle au plan donné exige deux changements de plans, en sorte 
que si le plan Q était connu, nous savons à priori que deux chan- 
gements de plan seulement conduiraient à la solution que nous 
cherchons. 

Mais, sans construire ce plan Û , nous pouvons directement ob- 
tenir l'angle cherché par trois changements de plan, et en opé- 
rant seulement sur les données immédiates de la question. Il 
nous faut alors obtenir un plan H'' qui soit parallèle au plan P, 
ce qui peut se faire par deux changements de plan, et prendre 
ensuite, pour être employé simultanément avec H", un nouveau 
plan V" parallèle à la droite A. P étant parallèle à H" sera per- 
pendiculaire à V^, A lui est parallèle, et le plan Q, qui nous est 
inconnu et que nous ne dierchons pas à déterminer, sera dans 
cette position parallèle à Y^, puisque ce plan Q contient la droite 
A, et que nous savons qu'il est perpendiculaire à P, qui, dans 
cette position particulière, est parallèle au plan de projection H*'. 
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Par conséquœt l'angle cherché se projett^a en vraia grandeur 
sur le plan Y"' ; et , comme tout ce qui est contenu dam le 
plan P perpendiculaire à V* a pour projection sur ce plan 
sa trace VT, la droite B , comme toute autre qui se trouverait 
contenue dans le plan P, l'angle cherché est précisément celui 
que forme la trace de ce plan sur Y*", avec la projection A*^ de la 
droiteA.(Yoy,pl.XXX.) 

127. Épuhs. !'• Opération, Je remplace le plan V par un nou- 
yeau plan Y' tellement choisi, que Y' soit perpendiculaire à P et 
k H. Ce plan est défini sur le plan H par une ligne de terre L'T' 
perpendiculaire à HP. 

2« Opération. Je remplace le plan H par un nouveau plan H'^, 
tellement choisi que H" soit parallèle à P et puisse être employé, 
simultanément avec Y', comme plan de projection. Ce plan W 
est défini sur Y' par une ligne de terre L"T" parallèle à Y'P, et le 
plan P se trouve alors représenté par sa seule trace YT; il n'a 
pas de trace sur le plan H", auquel il est parallèle, et que par 
conséquent il ne peut rencontrer. 

3* Opération. Je remplace le plan Y' par un nouveau plan V*, 
tellement choisi que Y*' soit parallèle à A, et puisse être employé, 
simultanément avec H", comme plan de projection. Ce plan Y* 
est défini sur H'' par une ligne de terre VT\ parallèle à la pro- 
jection A*" de la droite A sur le plan H*'. La trace H*'? du plan P 
sur ce plan est nécessairement une parallèle à L'T*, puisque le 
plan P est parallèle au plan H", qui est employé simultanément 
comme plan de projection avec Y"', et il n'est pas même néces- 
saire de la déterminer. 

Les tracés qu'exigent ces opérations successives pourront être 
facilement suivis sur Tépure, car nous les avons déjà effectués 
dans les problèmes qui précèdent : Tangle cherché est celui que 
forme YT ou sa parallèle L^'T'^ avec A*'", il se voit en « sur 
répure. 

198. SafPLmciTiorfs. Cette épure , déjà ei remarquable par 
sa iimplicité , peut encore se prêter à un retranchement d« 
quelques lignes . En prenant, pour ligne de teirc UT\ la trace 
YT elle-même, le plan W se CMfond arec le plan P, et par 
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suite V'T se confond avec U'T\ et Ton obtiendra encore une 
autre simpliflcation en choisissant pour ligne dé terre L'^T'", 
la projection même A'^'; la droite A se trouvera alors dans le 
plan V", et, au lieu d'écrire A''"' sur sa projection, il faudra 
indiquer sur l'épure cette circonstance par la notation conve- 
nue A*"'. 

L'exemple que nous avons choisi montre d'ailleurs que ces 
simplifications ne sont pas toujours possibles, car si nous avions 
voulu les appliquer, certaines circonstances de l'épure se se- 
raient trouvées hors du papier. La solution générale, au con- 
traire, suffit dans tous les cas, quelles que soient les données 
de la question, si l'on transporte dans des positions convenables 
les différentes lignes de terre. 

Observation sur le choix de l'angle. Deux droites A et B, en 
se rencontrant , forment quatre angles qui sont deux à deux 
opposés par le sommet, et l'on sait que ces angles opposés par 
le sommet sont égaux. Lorsqu'il s'agit de l'angle de deux droites 
ou de l'angle de deux plans, rien n'oblige à prendre pour me- 
sure de cet angle l'angle aigu a ou l'angle obtus p, parce que 
rien dans les définitions n'indique celui qui doit servir de me- 
sure» Il n'en est plus de même pour le cas d'une droite et d'un 
plan. Rappelons-nous, en effet, que l'angle de la droite et du 
plan est défini par l'angle de la droite avec la ligne qui joint le 
pied de cette droite sur le plan avec le pied de la perpendicu- 
laire abaissée de l'un quelconque de ses points sur le plan. Cet 
angle ne peut donc jamais être plus grand que 90**, ce sera l'an- 
gle aigu qu'il faudra prendre. 



Cas dans lequel on connaît le plan des deux droites qui mesurent Fangle 

de la droite et du plan. 

129. Le plan que nous avons appelé Q dans les raisonne- 
ments qui précèdent la solution du problème précédent, peut 
s'obtenir en abaissant , d'un point quelconque a de la droite 
donnée A, une perpendiculaire G au plan P. Nous savons me- 
ner cette perpendiculaire, puisque ses projections sont dé- 
terminées par cette double condition qu'elles doivent respecti- 
vement passer par les projections du point a, et être respective- 
ment perpendiculaires aux traces du plan P. 
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Les droites A et B étant connues» on pourra construire la trace 
sur le plan Y, par exemple, du plan Q, qui, contenant à la fois 
les droites Â et C, contiendrait aussi la droite B, qu'il ne nous 
est pas nécessaire d'obtenir. 

Toute la difficulté consiste alors à obtenir un plan de projec- 
tion y parallèle au plan Q, à chercher, sur ce plan, la projection 
A''" de la droite A, et la trace V"P du plan P. Le plan Q, par con- 
struction, est perpendiculaire à P, par conséquent P se trouvera 
aussi , par construction , perpendiculaire à V", qui est parallèle 
à Q, et tout ce qui existera dans le plan P, la droite B elle-même, 
qui sert à mesurer l'angle , se projettera sur la trace V'T, et 
l'angle cherché , qui est celui de A et de B , sera représenté en 
vraie grandeur par l'angle des projections A*" et B**, les deux 
droites A et B étant toutes deux contenues avec C dans le plan Q 
qui, par construction, est parallèle à V". 

Les opérations à effectuer sont les suivantes : 

Déterminer la trace HQ du plan Q qui contient la droite A et 
la perpendiculaire C abaissée d'un point de cette droite sur le 
plan. 

Remplacer le plan Y par un plan Y' perpendiculaire au plan 
û et rapporter sur ce plan la droite A et le plan P. 

Remplacer le plan H par un plan H" qui, employé simultané- 
ment avec Y' comme plan de projection , soit parallèle à Q , et 
rapporter sur ce plan la droite A et le plan P. 

L'angle de A*" et de H'T sera l'angle cherché. 

Cette fois encore la construction d'un plan nous a permis de 
réduire à deux, au lieu de trois, le nombre des changements de 
plan à effectuer. 

Cas où le plan donné se confond avec l'un des plans de projection* 

150. Les données se trouvent alors dans les conditions que 
nous avons substituées au cas général à l'aide des deux pre- 
miers changements de plan , et le troisième seul nous est né- 
cessaire. 

Solution. S'il s'agit de l'angle de la droite A avec le plan H, 
il faut remplacer le plan Y par un plan Y' parallèle à la droite A. 
Nous prendrons pour ce plan Y' le plan projetant de la droite 
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sur 16 plan H. A edt alors dans ce plan ; ainsi que Tindique 
répure (PL XXIII » fig. 1), Tangle cherché est donné immé- 
diatement par celui de A"' avec la ligne de terre L'T' qui peut 
être considérée corne la trace du plan projetant de la droite 
donnée A sur le plan V* 

La construction s'opérerait de la même façon pour l'angle 
4ue fait la droite avec le plan V. 
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151. La méthode générale des mouyements de rotation a 
pour bul| comme celle des changements de plans , de fournir 
des moyens à Faide desquels on puisse résoudre la plupart des 
problèmes de Tespace par des opérations fort simples à eiécu*- 
ter sur une feuille de papier, en ramenant chacun de ces pro- 
blèmes dans des conditions telles que les éléments que Ton 
cherche viennent se projeter, en figures parfaitement égales et 
superposables à eux-mêmes , sur Tun des plans de projection. 
Elle est fondée sur ce que deux plans de projection rectan^ 
gulaires étant choisis pour servir à la représentation d'un sys- 
tème de données géométriques, invariables de position les unes 
par rapport aux autres, il est facile d'amener ce système à occu- 
per cette position dans laquelle les solutions se présentent d'elles* 
mêmes, en le faisant tourner autour d'axes essentiellement per- 
pendiculaires à Fun ou à l'autre des plans de projection. 

Nous allons voir que rien n'est plus simple que de savoir 
suivre les positions successives que viennent occuper, dans un 
pareil mouvement , les projections des points et des droites , 
ainsi que les traces des plans, pendant que ces points, ces 
droites et ces plans» qui composent le système donné, effectuent 

leur mouvement de rotation simul* 
tané autour des axes dont nous ve- 
nons de définir la position. 

Supposons, pour un instant, qu'un 
certain point m étant Ué d'une ma- 
nière invariable à une tige rigide Z 
(fig. 5}, cette tige vienne à tourner sur 
elle-même; il est facile de voir que le 
point m décrira dans Fespace ime 
circonfêrence A, dont le rayon sera la distance r du point m 
à la tige , et dont le plan sera perpendiculaire à cet axe Z. Gon- 




Fig. 5. 
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sidérons en efifet en m' et mi' y deux positions différentes du point 
m dans son mouvement de rotation ; si o est le pied invariable de 
la perpendiculaire abaissée du point m sur Taxe Z, mlo et ni'o 
seront deux lignes égales, toutes deux perpendiculaires à Z, cai* 
Fangle Zom', non plus que Tangle ZonU n'aura pas cessé d'être 
droit , et ces deux perpendiculaires au point o à la même droite 
Z suffisent pour déterminer le plan dont ne peut sortir le point 
m dans son mouvement. 

Si maintenant nous supposons que Taxe Z est perpendiculaire 
à Fun ou à Fautre des deux plans de projection que Ton emploie 
en géométrie descriptive , nous savons que le plan de la circon- 
férence sera parallèle à ce plan de projection , et que , par con- 
séquent la circonférence A se projettera sur ce plan de projection 
en une figure égale et superposable à elle-même. 

Si Z, par exemple, est une ligne verticale, la circonférence 
décrite par le point m sera située dans un plan horizontal, et se 
projettera horizontalement sans déformation et en vraie gran- 
deur. 

Mais de ce que le plan R qui contient la circonférence A est 
parallèle au plan horizontal, il s'ensuit qu'il est perpendiculaire 
au plan vertical, et que par conséquent tout ce qui est contenu 
dans ce plan R se projette verticalement suivant la trace du 
planR. 

Ainsi, pour une pareille position de Taxe, les deux projec- 
tions de la circonférence A sont , Tune une circonférence A^ 
identique avec la circonférence A de Tespace, et Vautre une 
ligne droite parallèle à la ligne de terre , car R est parallèle au 
plan horizontal. Une droite et une circonférence, ce sont deux 
lignes faciles à construire, et c'est pour cela que dans les mou- 
vements de rotation que Ton effectue en géométrie descriptive, 
on n'emploie jamais que des axes perpendiculaires à Fun ou à 
Fautre des plans de projection : pour toute autre position des 
axes par rapport aux plans de projection , la circonférence A 
se projetterait suivant deux courbes qui seraient des ellipses, à 
l'exception encore de la position dans laquelle le plan R de cette 
circonférence serait perpendiculaire à la ligne de terre , auquel 
cas les deux projections de la courbe A se confondraient en une 
seule et même ligne droite qui ne saurait servir aux opérations 
que nous cherchons à effectuer. 
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Soit donc en m*, m'^ (PI. XII, fig. 1), un point m qui tourne 
autour de Taxe vertical Z*, 2% la circonférence qu'il décrira 
dans son mouvement aura, d'après ce que nous venons de dire, 
pour projection 1* et S^ ; lorsque nous parlerons de mouve- 
ment de rotation , il sera toujours sous-entendu que c'est dans 
ces circonstances que nous opérerons. Taxe étant toujours per- 
pendiculaire à l'un des plans de projection. 

Un point n, lié par la pensée d'une manière invariable au 
point m , décrira dans l'espace une autre circonférence Y plus 
petite ou plus grande que À, selon que n sera plus rapproché ou 
plus éloigné que m de l'axe de rotation. Les projections horizon- 
tale et verticale de cette nouvelle circonférence Y, seront encore 
une circonférence Y*^ et une droite Y* ; l'axe étant toujours le 
même, ses projections n'ont pas varié de position, Y^ sera donc 
une circonférence concentrique avec la circonférence A* , la 
droite Y" sera parallèle à la droite A" ; Y*" passera par le point 
9^", projection verticale du point n dans l'une de ses positions. 

Si l'on se représente maintenant la droite M de l'espace 
qui, dans une certaine position Joignait le point m au pointn, et 
qui aurait pu être représentée par ses projections m* n*, m'' »•, 
nous pouvons déjà nous rendre compte de ce que sera devenue 
cette droite lorsque, après avoir tourné d'une certaine portion 
de circonférence, le point m sera arrivé en m! donné par ses 
projections m'^ sur A*, m'" sur A*. 

Si le point m avait fait un tour entier, il serait revenu exacte- 
ment à son point de départ, et en même temps le point n serait 
venu se replacer dans sa première position. Puisque meXn sont 
invariablement liés, si m ne fait qu'un demi-tour, n aussi 
n'aura fait qu'un demi-tour; si m a tourné d'un quart de circon- 
férence, n aussi aura tourné d'un quart, et généralement n aura 
tourné du même nombre de degrés que m, quelque petit ou 
quelque grand que soit le déplacement angulaire qu'auront 
simultanément subi les deux points dont nous nous occu- 
pons. 

La position de n'* qui correspondra à m'* sera donc telle qoe 
l'angle m*0»i'* = n*On''^ en projection horizontale, ces angles 
étant tous deux mesurés dans le même sens , qui est celui indi- 
qué sur la figure par la flèche f. La droite mn sera devenue 
tians l'espace m!n\ et ce déplacement sera accusé sur notre 

T 
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épure , en ce que la projection horizontale m^nh se sera tt*ans- 
pwtée en m'V*. 

Quant à la projection verticale de »', nous savons qu'dle se 
trouve sur V*, et nous la trouverons en »'•, sur la perpendicu- 
laire abaissée de n'^ sur la ligne de terre : les projections ac- 
tuelles de la droite seront donc «'V*, «t'^n'*. 

Cette notation de lettres affectées d'un accent sera par nous 
exclusivement employée pour les nouvelles positions des élé- 
ments indiqués d'abord par les lettres simples; et, comme nous 
aurons à effectuer quelquefois plusieurs mouvements de rota- 
tion à la suite l'un de l'autre, nous dirons, par exemple, a»', m^, 
m'\ pour désigner la position du point m , après un , deux ou 
trois mouvements de rotation. La même notati(m s'appliqueca 
aux lignes de l'espace et à leurs projections, aux plans de l'es- 
pace et à leurs traces ; ainsi B' sera la position de la droite & 
après une seule rotation, B''^ sa projection horizontale; B''*' s<»^ 
la projection verticale de la position V\ qu'est venue occuper 
la droite 6 après deux rotations, HP''' la trace horizontale du 
plan P après le troisième mouvement de rotation de ce plan. 

Ce que nous disons pour une rotation autour d'im axe per- 
pendiculaire à un plan horizontal de projection^ est vrai aussi 
pour tout mouvement de rotation autour d'un axe perpendicu- 
laire à tout autre plan de projection, et nous effectuerons fré- 
quemment plusieurs de ces opérations successives autour àt 
différente axes. Nous n'aurons toutefois ici qu'à nous occiqier 
de projections horizontales et verticales ; l'emploi de ces expvesr 
sions , en quelque sorte consa(»*ées par l'usa^, qui particulari- 
sent dans l'espace la position des plans de projectiost , n'a pfais 
l'inconvénient qui nous a forcé à les proscrire de la inétkodedes 
changements de plan; nous nous en servirons constamment, 
en nous bornant, une fois pour toutes, à prévenir que ks mêmes 
constructions et les mêmes conséquences sont également appli- 
caUes à tout système de deux [dans de pro^tion rectangu- 
laires, quelle que soit d'ailleurs leur direction. 

La figtire 2, Planche XII, n'est que la reproduction de la 
figure 1 pour deux points tournant autour d'un axe perpendi- 
culaire au plan vertical de projection. 

Cela posé, nous pouvcms passer en revue les qiérations prin- 
cipales dont la méthode des mouvements de rotaticsi fiiit un 
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constant usage ; en dehors de ce qui est relatif au mouvement 
de rotation d'un point unique, que nous avons suffisamment 
examiné, ces opérations se réduisent à deux, que nous étudie* 
rons dans leurs différentes circonstances. 

ISS. I. Faire tourner une droite amtour d'un axe perpendicu- 
kùre à l'fm des plans de projection. 

Nmis supposerons (fig. S) qu'il s'agît de faire tourner la droite A 
autour de l'axe vertical , représenté en projection horizontale 
par le seul point Z^, qui est le point même en lequel l'axe vient 
percer le plan horizontal, et qui sera le centre commun des pro- 
jections des différentes circonférences décrites par les différents 
points lors de leur rotation ; la projection verticale de cet axe 
est Z*, perpendiculaire à la ligne de terre ; et prolongée , die 
passerait par le point Z^ sur l'épure. C'est autour de ce point Z^ 
que le déplacement angulaire doit être compté , et pour faire 
tourner la droite d'un angle «> par exemple, il nous suffira de 
faire tourner du même angle deux de ses points m et », dont 
les projections sont (m*, •«•) (»\ n"). 

Quand m dans l'espace tourne de l'angle « , m^ tourne du 
même angle et vient occuper le point m"", tellement placé sur la 
circonférence A^, que m^Z*m'*=: a; m* se trouve, ainsi que nous 
l'avons vu déjà, sur la droite A*, menée parallèlement à la ligne 
de terre par m*, et qui est à la fois la projection sur le plan ver- 
tical , de tout ce qui est renfermé dans le plan horizontal , qui 
contient la circonférence A décrite par le point m dans l'espace, 
et qui se projette en vraie grandeur sur A*. La même construc- 
tion donnera n'* et n*^, qui sont les projections de la nouvelle 
position n' du point n quand il a tourné du même angle a dont 
a tourné le point m autour du même axe vertical Z . 

Après ce mouvement, la droite A, qui joignait les deux points 
m et n, est devenue A', qui passe par m' et n\ et nous en possé- 
dons dès à présent les deux projections A'* et A'*, car ces pro- 
jections sont des lignes droites passant respectivement par les 
projections des deux points. 

Remarquons immédiatement que si le sens de la rotation n'était 
point fixé, il y aurait deux positions du point m! qui satisferaient 
à cette condition d'avoir tourné d'un angle « à partir du point 
de départ. Ces deux points sctrouvenûent en projection horizon- 
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taie sur la circonférence A'* en portant l'angle a soil dans le sens 
delà flèche /, soit dans le sens de la flèche /î, ce qui fournirait les 
deux points m'* et mî^y qui satisferaient également à l'énoncé 
de la question. Dans le second cas, n^ sera venu en n^^ et Ton 
aura ainsi obtenu une seconde droite A/, passant par m/ et «/, 
qui satisfera , comme Â', à la condition énoncée. Pour que la 
nouvelle position d'une droite qui tourne autour d'un axe soit 
complètement déterminée, il ne suffit donc pas de savoir Tangle 
dont elle doit tourner, mais encore le sens dans lequel la rotation 
doit s'effectuer ; ce sens sera toujours indiqué dans nos épures 
par une flèche placée de la même manière que nos flèches feA fi. 

Dans l'opération que nous venons d'indiquer, il nous a fallu 
construire séparément Tangle a à partir du point m/" et du point n^y 
ce qui exige qu'avec un rayon arbitraire on décrive une circon- 
férence du sommet r de l'angle donné a comme centre ; que l'on 
fasse la même opération en Z*, qu'on mesure avec une ouver-. 
ture de compas la distance 5^, qu'on prenne sur l'épure ST= 5^ et 
que l'on joigne Z* au point T : la droite Z*T fait alors un angle « 
avec la droite Z*S, qui passe par le point m^. Le rayon rs, avons-, 
nous dit, est arbitraire; mais puisque nous sommes obligés, 
pour nos constructions ultérieures, de décrire la circonférence A'^ 
qui passe par le point m^^ on voit immédiatement que les opéra- 
tions seront abrégées si l'on prend rs=Z*m*; et, une fois que 
par ce moyen on aura trouvé w"*, on pourra même éviter de 
faire une opération semblable pour n^, car en prolongeant à la 
fois A* et Z*»*^, il suffira que l'arc de la circonférence A*^ compris 
entre cette dernière droite et Z^n''* soit égal à l'arc compris sur 
cette môme circonférence A*, entre les deux rayons analogues 
pour le point m. 

Cette observation fournit le moyen le plus rapide pour obte- 
nir les nouvelles positions des points que l'on considère après 
le mouvement effectué ; mais il ne faudrait pas en faire un usage 
trop absolu ; si le rayon Z^m^ se trouvait, dans un cas particulier, 
trop petit pour que le mesurage de l'arc sur le cercle qu'il dé- 
crit ne pût donner toute la précision désirable, il vaudrait 
mieux mesurer les arcs sur la plus grande circonférence qu'il 
serait possible de tracer du centre du mouvement, d'après les 
limites du dessin; la précision sera d'autant plus grande que 
l'on pourra employer un rayon plus grand. 
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Dans ce que nous venons de dire, nous avons supposé que les 
points mein étaient choisis arbitrairement, et il ne faut pas ou- 
blier qu'on peut, lorsqu'il s'agit de faire tourner une droite, 
les prendre arbitrairement , en cherchant toutefois , autant que 
le permet la grandeur du papier, à ce qu'ils soient aussi éloi- 
gnés que possible Tun de Tautre. Une erreur commise dans la 
position de Fun de ces points ou de tous deux, affectera, en géné- 
ral, d'autant moins la position de la ligne, que les deux points 
qui servent à la déterminer seront plus distants Tun de Taulre. 



Points remarquables. 

155. Mais si les indications que nous venons de présenter 
sont indépendantes de la position des points m et n, rien 
n'empêche d'employer de préférence ceux qui exigeraient un 
moindre nombre de constructions. S'il s'agit toujours d'un axe 
vertical , la trace horizontale présentera cette simplification que 
la circonférence qu'elle décrit dans l'espace se trouvant conte- 
nue dans le plan horizontal de projection , sa projection ver- 
ticale devra toujours se trouver sur la ligne de terre, ce qui 
évitera de tracer spécialement la droite A*, qui est , dans le cas 
général, la projection verticale de cette circonférence. Il faudra 
s'en servir quand on le pourra pour arriver plus simplement à 
la détermination des deux projections A'* et A'" de la droite 
A, après le mouvement de rotation ; tel est le cas de la figure 4. 

Un autre point remarquable est celui pour lequel la circon- 
férence A* est tangente à la projection A* de la droite A. Dans 
ce cas le rayon Z*m* est perpendiculaire à A* (fig. 6), et dans 
les diverses positions qu'elle prend en tournant, la droite A 
a toujours pour projection horizontale une droite qui est 
tangente à A**, ce qui permet de déterminer la projection A'* à 
l'aide du seul point m', car il suffira de mener en m'*, auquel 
est arrivé le point m après la rotation, une tangente A"^ à la circon- 
férence A'^. La projection verticale s'en déduira par les moyens 
ordinaires. Cette circonférence A de l'espace, dont A*^ est la pro- 
jection horizontale, a elle-même cela de remarquable qu'elle 
est la plus petite de toutes les circonférences décrites par les 
divers points de la ligue A ; et si l'on se reporte à ce que nous 



102 MÉTHODE GÉNÉRALE DES MOUVEIOEKTS DK ROTATION. 

ayons déjà dit de la plus courte distance de deux droites^ on Toit 
que le rayon de cette circonférence minimum est précisânent 
cette plus courte distance. Nous aurons, en parlant des surEftces 
c<«irbes, à retenir sur cette propriété. 



Cas au la droite A rencontre l'axe. 

154. Lorsque cette circonstance se présentera naturellement 
dans la suite des opérations, ou lorsqu'on pourra choisir la 
position de l'axe de manière à réaliser cette condition, les 
constructions seront notablement diminuées; car alors l'un des 
points de la droite, le point o, par exemple, se trouvant sur 
l'axe même, ne se déplacera pas dans le mouvement de rotation ; 
les projections o^ et o* ne se déplaceront pas non plus , et une 
fois connues, elles fourniront respectivement un point de cha- 
cune des projections de la droite A dans l'une quelconque de 
ses positions. 

Or, (fig. 1, PL XIII) étant sur l'axe Z perpendiculaire au 
plan verlicaU sa projection o^ se trouvera nécessairement sur la 
projection Z* de la droite Z. Quant à la projection verticale de 
ce point conunun, elle se confond évidemment avec Z". 

Pour que celte circonstance se présente, il suffit que la pro- 
jection Â'' passe par Z*', auquel cas la circonférence minimum 
n'existe plus, et la position des projections de la droite, après 
la rotation ^ n'exige plus que de déterminer La position d'un 
seul point m , le point o étant dans toutes les positions un point 
comnuin aux deux droites, dont l'une ne se déplace pas; ses 
projections invariables o* et o" suffiront avec celles d'un point m 
pour tracer les deux projections de A'. 

La construction se réduira le plus possible lorsque Taxe ve- 
nant à rencontrer la droite, on pourra se servir de sa trace ho- 
rizontale, ainsi que l'indique la figure 1 de la Planche XJII. 

Cas où la droite est parallèle à Taxe. 

15^. L'axe étant perpendiculaire au pian horizontal de pro- 
jection, la droite A (fig. 2'), qui est parallèle à cet axe, est aussi 
perpendiculaire à ce même plan. Sa projection sera donc un 
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point uMifue, et il suffira de faire toiirnar ce point Â^ d'un 
angle a pour obtenir la nouvelle projection horizontale A"" de 
la droite. Dons les deux positions la projection verticale est 
une perpendioilaire à la ligne de terre, comme Z* elle-même. 

Cas où Taxe est situé dans l'un des plans de projection. 

i5S. On considère quelquefois, en géométrie descriptive, des 
axes qui , n'étant perpendiculaires à aucun des plans de pro- 
jection, sont contenus dans Tun ou l'autre de ces plans. Effec- 
tuer une rotation dans ces circonstances , c'est ce que Ton dé- 
signe généralement par l'expression de rabattement; c'est ainsi 
que nous avons pu dire qu'en tournant autour de la ligne de 
terre, considérée comme charnière, pour veîiîr se confondre avec 
le plan horizontal, le plan vertical se rabat sur le plan de l'épure. 

Quoique cette circonstance doive être pour nous exception ^ 
nelle, nous aurons cependant à la considérer quelquefois, mais 
nous prendrons soin d'en faire à chaque fois l'observation, l'ex- 
pression de mouvement de rotation ne devant être employée 
par nous que pour le cas d'an axe perpendiculaire à l'un des 
plans de projection. 

137. II. Faire tourner une droite ant(mr d'un axe de manière 
à la rendre parallèle à Vun des plans de projection. 

Ce problème fondamental dont nous ferons bientôt une con- 
tinuelle application n'est, en quelque sorte, qu'un cas particu- 
lier de celui qui vient de nous occuper. 

Si, en effet, la droite A dans sa nouvelle position Â' est 
devenue parallèle au plan vertical de projection (et c'est à ce 
seul plan de projection qu'elle peut devenir parallèle en tour- 
nant autour d'un axe vertical), sa projection horizontale A'^ 
dans cette nouvelte position est devenue parallèle à la ligne de 
terre , condition qui à elle seule est suffisante pour le parallé- 
lisme du plan de projection et de la droite. 

On conclut de la même manière que précédemment ( iig. 3 ), 
la position A'* qui correspond à A'* , et alors l'angle a dont la 
droite a tourné, et qui est mesuré par l'angle compris entre 
les deux projections horizontales A'^ et A^ se trouve être la 
conséquence géométrique de la condition de parallélisme. 
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Observation. Lorsque deux droites, que Ton suppose liées 
invariablement, tournent simultanément autour d'un axe, si 
Tune tourne d'un angle a, Tautre tourne nécessairement du 
même angle et dans le même sens, et la même construction 
appliquée à chacune des droites prises isolément suffit à la 
détermination de leurs nouvelles positions. 

Lorsque au contraire Fangle a n'étaitt pas donné, il s'agit de 
rendre 1 une des droites parallèles au plan vertical , c'est ainsi 
que nous l'avons vu l'épure même qui donne la valeur de 
l'angle a dont il faut faire tourner le système, et c'est cet 
angle a , ainsi déterminé , qui sert à effectuer la rotation de la 
seconde droite. 

158. m. Une droite A parallèle à l'un des plans de projection 
étant donnée, amener , par un mouvement de rotation, cette droite 
à être perpendiculaire à l'un des plans de projection. 

Si nous supposons que celte droite A est parallèle au plan 
vertical, il est évident qu'elle ne pourra, en tournant autour 
d'un axe vertical, devenir perpendiculaire au plan horizontal; 
car ce mouvement ne saurait changer l'angle constant qu'elle 
fera dans ses diverses positions avec le plan horizontal. Elle ne 
pourra non plus devenir perpendiculaire au plan vertical , car 
il faudrait pour cela que l'angle qu'elle fait avec le plan hori- 
zontal pût devenir nul. 

Il n'en est plus de même si l'on considère un axe perpendicu- 
laire au plan vertical, car alors la droite parallèle à ce plan, dans 
sa position primitive, lui restera encore parallèle dans toutes ses 
autres positions ; en parcourant dans ce mouvement un plan 
parallèle au plan vertical , elle prendra toutes les inclinaisons 
possibles par rapport au plan horizontal , et dans une de ces 
positions, elle lui sera perpendiculaire. 

A*^ et A" (fig. 4) sont les deux projections de la droite, Y*^ et Y"* 
celles de Taxe; chaque point de la droite décrira, pendant son 
mouvement autour de l'axe Y, une circonférence A qui se pro- 
jettera en A* et en A*, ùJ' se confondant dans toutes ses positions 
avec A*; et si, comme nous l'avons vu, on considère plus parti- 
culièrement le point n dont la projection n^ se trouve sur la 
circonférence Y", tangente à A", puisque la droite A* devra 
toujours être tangente à cette circonférence , il suffira de cher- 
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cher la position dans laquelle cette tangente sera perpendicu- 
laire à la ligne de terre poui'ayoir amené à la position voulue la 
droite A; alors cette droite n'a plus pour projection horizontale 
que le seul point A"^, obtenu en mettant le point n' en projec- 
tion horizontale sur Y'^ ou A^. 
A'^ se réduit alors à un point qui se confond avec vl^. 

159. IV. Une droite A située d'une manière quelconque dans 
l'espace étant donnée, amener par des mouvements de rotation 
cette droite à être perpendiculaire à l'un des plans de projet' 
tion. 

La figure 5 fera comprendre comment la droite A, étant d'a- 
bord devenue parallèle au plan vertical par un mouvement ef- 
fectué autour de Taxe vertical Z, a pu être amenée en A^à être 
perpendiculaire au plan horizontal. 

Cette figure n'est , en quelque sorte , que la superposition des 
deux figures précédentes; LT est la ligne de terre unique qui 
définit les deux seuls plans de projection H et V l'un par rap- 
port à l'autre. Le premier axe de rotation est la verticale Z qui 
permet d'amener la droite A en A' parallèlement au plan ver- 
tical. 

Y est un second axe, perpendiculaire au plan vertical , à l'aide 
duquel cette même droite est amenée à la position A'^ perpendicu- 
lairement au plan horizontal. Sa projection horizontale est alors 
réduite au seul point A"*. 

Quelle que soit la position d'une droite A dans l'espace , on 
peut toujours, au moyen de deux mouvements de rotation suc- 
cessifs, amener cette droite à être perpendiculaire à l'un quel- 
conque des plans de projection. 

Pour ne pas multiplier inutilement les constructions on 
choisit ordinairement, pour axes successifs, les lignes projetantes 
d'un des points de la droite, ou, tout au moins, les figues pro- 
jetantes d'un point quelconque de l'espace ; Z" et Y*^ sont alors, 
dans le dessin, sur une seule et même droite perpendiculaire 
à la ligne de terre et passant par les points Z* et Y^ 

La figure 6 fait voir comment ce choix simplifie les construc- 
tions, que l'on aurait pu diminuer encore en faisant passer les 
deux axes par un même point de la droite A qui aurait, par suite 
de ce choix particulier, appartenu aussi aux droites A' et A". 
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140. V. FaîiTe tourner «» plan d'un angle a autour d'un axe 
perpendiculaire à l'un des plans de projection. 

Ainsi que nous avons eu Foccasion de le remarquer fine- 
quemment, un plan est déterminé de position lorsqu'on con- 
naît trois de ses points, ou , ce qui est la même drâse, deux 
droites qu'il contient. Lorsqu'il s'agit de faire tourner un plan 
d'une certaine quantité angulaire ol^ il suffirait donc, pour 
résoudre le problème, d'opérer de la manière suivante : choisir 
arbitrairement deux droites M et N dans le plan donné P (P. XIV, 
flg. 1); faire tourner chacune de ces droites d'un même 
angle « ; faire passer un plan P' par M' et N', nouvelles positions 
de M et de N. Ce plan F sera le plan cherché. ^ , 

Mais , en géométrie descriptive , un plan est donné par ses 
traces, et nous savons déterminer à l'aide de ces traces les pro- 
jections d'autant de points que nous voudrons ; nous donnant 
arbitrairement la projection m" d'un point de ce plan (nous 
savons qu'en général les projections des points d'un plan cou- 
vrent dans toute leur étendue les deux plans de projection) 
pour avoir sa projection verticale, nous considérerons une hori- 
zontale A contenue dans ce plan ; sa projection horizontale A* 
passe par le point ml* , et est parallèle à la trace horizontale HP 
du plan, car toutes les horizontales du plan sont parallèles 
entre elles , et par conséquent à la trace HP , qui est elle-même 
celle de ces horizontales qui se trouve contenue dans le plan 
horizontal de projection. 

Connaissant A* rien n'est plus facile que de déterminer A*' : 
car A étant horizontale, sa projection verticale est parallèle à la 
ligne de terre, et sa trace verticale devant être sur la trace ver- 
ticale du plan P qui la contient, se trouve nécessairement 
en (t; dès lors on connaît la projection verticale A* en menant 
par ce point, qui en Éait partie, la parallèle A* à la ligne de terre, 
et le point du (dan dont m!* est la projection horizontale a pour 
seconde projection i»" construit par la rencontre de A" et de la 
perpendiculaire abaissée par ml" sur la ligne de terre. 

En nous procurant ainsi trois points du plan et les faisant 
tourner simultanément d'un angle a autour de l'axe verti- 
cal Z , nous obtiendrons trois nouveaux points m', n', o\ et le 
problème sera ramené à celui-ci que nous savons résoudre : 
faire passer un plan par trois points donnés. 
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Toutes les opér^ions que nous venons de décme ont été 
effectuées dans la figure 1 , dans laquette M' et & sont les 
droites auxiliaires passant respectivement par les points choisis, 
dont on fsdt usage pour déterminer trois points des traces du 
plan Fy nouvelle position du plan P. C'est là le procédé gânéral; 
mais il arrive rarement que Ton y ait recours ; la seule dif- 
ficulté qu'il présente consiste dans le choix des points arbi- 
traires y de manière qu'aucune des constructions ne sorte du 
papier, et qu'ils soient cependant aussi éloignés que possible les 
uns des autres pour obtenir dans le tracé graphique toute la 
précision désirable. Ce choix exige quelque habitude, et les 
élèves feront bien de s'y exercer, en opérant avec différentes 
données sur un très-grand nombre de points de chaque plan. 

Voici d'ailleurs les simplifications que ce procédé comporte 
dans le plus grand nombre des cas. 

Points remarquables. 

141. a. La trace horizontale HP du plan P peut servir, comme 
toute autre droite de ce plan, à la solution que nous cher- 
chons ; elle a même cela de remarquable que tous les points^ 
qui sont contenus dans le plan horizontal n'en sortiront pas 
pendant le mouvement de rotation. Elle sera donc, après ce 
mouvement, et dans le plan horizontal et dans le nouveau plan 
P'; elle sera donc la trace horizontale de ce nouveau plan, ce 
que nous exprimerons en disant que la trace cTun plan sur un 
plan perpendiculaire à un axe de rotation autour duquel ce plan 
tourne j reste sa trace dans toutes les positions du plan mobile. 

Dans notre épure (fig. 2) la trace horizontale du nouveau 
plan sera donc immédiatement déterminée en faisant tour- 
ner d'un angle « l'ancienne trace horizontale HP de ce 
plan, opération que nous savons effectuer soit à l'aide de 
deux points de ce plan, soit à l'aide de la ctrconlérence tan- 
gente, celle-ci devant d'autant mieux s'employer ici qu'il n'y 
a pas de projection verticale à chercher pour la droite HP ; 
nous n'avons pas besoin de 'dire que cette projection verticale 
est la ligne de terre elle-même. 

La trace horizontale étant connue, il suffit de considérer de«x 
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horizontales du plan pour avoir, par leurs traces respectives, 
deux points de la trace verticale cherchée.. 

Lorsque , comme sur le dessin , la trace horizontale HP' vien- 
dra rencontrer la ligne de terre sur le papier , le point de ren- 
contre sera déjà un point de la trace verticale , et il suffira de 
considérer une seule horizontale du plan F pour connaître, 
par sa trace verticale a'o, la trace même du plan F ; c'est ce que 
Ton a fait en YP' à l'aide de l'horizontale A'. 

142. b. Le plan donné est rencontré par Vaxe dans les limites 
du dessin. L'axe Z étant tout entier projeté horizontalement sur 
le seul point Z'^, si cet axe rencontre le plan P (fig: 3), la pro- 
jection horizontale de ce point de rencontre m sera aussi en Z* ; 
et, pour avoir sa projection verticale, il faut encore considérer 
l'horizontale A du plan P, dont la projection horizontale A* passe 
par Z* ; puisque cette horizontale est dans le plan P sa trace «o 
se trouvera sur la trace VP du plan, et s'obtiendra en mettant 
a* en projection verticale sur cette trace , et la projection 
m* du point m se trouvera à l'intersection de A* et de Z". 

Lorsque m" sera dans les limites du dessin , il conviendra de 
se servir du point m pour construire la trace VP' du plan P 
après la rotation; car le point m étant sur l'axe même ne se dé- 
placera pas dans ce mouvement, et il restera un des points 
du plan dans toutes ses positions ; connaissant m^ et W, rien 
n'est plus facile que de construire l'horizontale A'*^, A'* du 
plan P' après la rotation ; A"^ est parallèle à HP' , A'*' se confond 
avec A", et la trace a'o de cette droite est un des points de la 
trace cherchée, qui se trouve par conséquent connue enjoignant 
le point p au point a^ . 

Nous mettrons souvent à profit la simplification que cette cir- 
constance présente. 

145. c. Le plan donné est parallèle à l'axe. Si le plan donné 
est parallèle à l'axe, que nous supposons toujours perpendi- 
culaire au plan horizontal, il aura évidemment, pour trace 
verticale , une perpendiculaire à' la ligne de terre , condition 
que nous avons reconnu être nécessaire et suffisante pour 
qu'un plan soit perpendiculaire au plan horizontal. Les traces 
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du plan P dans ce cas particulier seront donc telles que HP et 
VP (fig. 4); et de quelque grandeur que soit le déplacement 
angulaire imprimé au plan P , sa trace verticale VF ^ après 
ce mouvement effectué, devra encore satisfaire à la même 
condition . 

Ayant donc déterminé HF au moyen d'un déplacement 
angulaire a mesuré sur la circonférence tangente , il suffira de 
mener par le point p^ en lequel celte trace horizontale vient ren» 
conlrer la ligne de terre, la perpendiculaire VP' à LT. 

144 d. Le plan donné est perpendiculaire au plan de projection 
auquel l'axe est parallèle. Le plan P (fig. 5) est perpendiculaire 
au plan vertical de projection, tandis que l'axe vertical Z est 
parallèle à ce même plan vertical. 

De ce que le plan P est perpendiculaire au plan vertical, il 
s'^ensuit que l'horizontale de ce plan , que nous mènerons par 
le point de ce plan qui se projette en Z*^, sera elle-même une 
perpendiculaire au plan vertical , et qu'elle se projettera verti- 
calement sur le point unique A* de rencontre de VP et Z*'. 
Connaissant ainsi les projections w* et m'' du point de ren- 
contre , nous pourrons , après avoir amené la trace horizon- 
tale HP en HF par un mouvement de rotation , construire 
l'horizontale A' du nouveau plan P' au point m\ ses projections 
seront respectivement A"^ et A'*'. Sa trace verticale A'* sera un 
des points de la trace verticale VP' du plan cherché. 

145. e. Cas oii Vaxe est situé dans Vua des plans de projec- 
tion. Si le plan donné doit tourner autour d'un axe contenu 
dans l'un des plans de projection , on dit qu'il y a rabattement 
autour de cet axe, cette expression étant,' comme nous l'avons 
vu, réservée à cette situation exceptionnelle de l'axe de ro- 
tation. 

On n'a occasion d'effectuer celte opération en géométrie 
descriptive que pour faire tourner un plan autour de l'une de 
ses traces. 

146. VI. Faire tourner un plan autour d'un axe de manière 
à le rendre perpendiculaire à l'un des plans de projection. 
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Cette opération, que nous aurons très-fréqoenunent à effec- 
tuer dans les problèmes qui vont suivre et que Ton peut tou- 
jours foire, quelle que soit la podtioa du (dan donné, ne diffère 
de la précédente qu'en ce que k trace horiamlale doit de¥emr 
perpendiculaire à la ligne de terre: il suCfira de mener, àk dr* 
conférence tangente à la première position de la trace horizon- 
tale du plan , une tangente perpendiculaire à cette ligne de 
terre. La trace verticale sera ensuite déterminée comme précé- 
demment. Tout plan, en effet, dont la trace occupe cette posi- 
tion est perpendiculaire au plan vertical, et s'il s'agissait de le 
rendre perpendiculaire au plan horizontal, ce serait d'un axe 
horizontal qu'il faudrait se servir. Cette construction se trouve 
réalisée pour le plan P, Planche XV, fig. 1. 

Observation. L'angle dont a tourné le plan dans ce cas n'est 
point connu à priori, mais déterminé par la construction même ; 
et si, comme nous aurons à le voir par la suite, ce plan fait 
partie d'un système de plusieurs éléments géométriques qui 
doivent tourner ensemble, c'est de cet angle a ainsi obtenu que 
devront tourner toutes les autres lignes et tous les autres plans 
qui constituent ce système. 

147. VII. ï/h plan perpendiculaire à Fun des plans de projeta 
tion étant donné, faire tourner ce plan de manière qu'il devienne 
parallèle à l'autre plan de projection. 

Si le plan P, perpendiculaire au plan vertical, par exemple, 
vient à tourner autour d'un axe perpendiculaire aussi à ce 
même plan, il est évident qu'il formera un angle toujours égal 
avec ce plan vertical, et que, par conséquoit, il lui sera, dans 
toutes ses portions, perpendiculaire. 

Il serait donc impossible de l'amener ainsi à être parallèle au 
plan vertical, mais il n'en est pas de même à l'égard du plan 
horizontal. Pour que cette circonstance se réalise, nous savons 
en effet qu'il suffit que, sans cesser d'être perpendiculaire au plan 
vertical, le plan ait, pour trace verticale, une parallèle à la ligne 
de terre ; il n'a même dans cette position qu'une seule trace que 
l'on obtient encore en considérant la circonférence Y tangente à 
VP et en menant à cette circonférence la taagaiteVP parallèle, 
à la ligne de terre, ainsi qu'on peut le voir fig, 2. 
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Le plan P' en effet, qui n'a que la seule trace VF, s'il retour- 
nait en sens coi^raire d'un angle a, viendrait occuper la posi- 
tion primitive du plan P, et il est d'ailleurs dans la positi<m P 
comme dans la position F, perpendiculaire au pian vertical, sa 
rotation autour d'un axe perpendiculaire à ce plan n'ayant pu 
changer cette relation de position. 

148. Yni. Un plan P situé d'une manière quelconque dans 
respacCj étant donnée amener y par des mouvements de rotation^ 
ce plan à être perpendiculaire à Fun des plans de projection. 

La figure 3 n'est, pour ainsi dire, que la superposition des deux 
figures précédentes. Le planP, situé d'une manière quelconque, 
est d'abord amené à être perpendiculaire au plan vertical en 
tournant autour de l'axe Z perpendiculaire au |dan horizontal ; 
il occupe alors la position F et ses deux traces sont HF et VF, 
HF étant perpendiculaire à la ligne de terre. 

Arrivé dans cette position, nous avons appris (147) com- 
ment on pouvait l'amenar à être paraître au plan horizontal, 
en le faisant tourner autour d'un axe perpendiculaire au plan 
vertical; ef sa trace horizontale a disparu dans sa nouvelle po^ 
sition P", sa trace verticale HF' étant devenue parallèle à la ligne 
de terre. 

Quelle que soit donc la position d'un plan dans l'espace, on 
peut toujours, par deux mouvements de rotation autour d'axes 
perpendiculaires auxfribns de projection, l'amener à être pmral* 
lèle à l'un des plans de projection ; et, pour arriver à œ résultat, 
il faut employer successivement deux axes respedivanent per- 
pendiculaires aux deux plans de projection ; si le premier axe 
est perpendiculaire au plan vertical, le seccmd devra être per- 
pendiculaire au plan horizontal, et la nécessité de cette alter- 
nance rappelle que les opérations de changements de plan doi- 
vent aussi être exécutées de la même manière. 

Nous veiTons que, dans certains cas, il est nécessiÂre d'avoifr 
recours à un troisième mouvement de rolation, comme à un 
troisième changement de plan, et que la même règle dcât en- 
core être appliquée dans le choix du troisième axe ou du troi- 
sième plan. 

Pour ne pas multiplier mutilement les constructions, on choi- 
sit ordinairement, pour axes successifs, les lignes projetantes 
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d'un des points du plan, ou tout au moins les lignes projetantes 
d'un même point de l'espace ; Z* et Y^ sont alors dans le dessin 
sur une seule et même droite perpendiculaire à la ligne de terre, 
et passant par les points TJ" et Y". La figure 4 fait voir comment 
ce choix simplifie les constructions que Ton aurait pu diminuer 
encore en faisant passer les deux axes par un même point du 
plan P. 



EXPOSÉ SUCCINCT DE LA MÉTHODE GÉNÉRALE DES MOUVEMENTS 

DE ROTATION. 

140. Nous avons vu déjà , dans les applications de la mé- 
thode des changements de plan, que les problèmes ordinaires 
qui se présentent sur le point, la ligne droite et le plan sont tels 
que, dans certaines positions déterminées des plans de projec- 
tion par rapport aux données du problème, la solution se 
trouve écrite sur Tépure même ; et cette méthode consiste à 
ramener le cas général à ces cas particuliers par de seuls chan- 
gements de plans de projection, les données restant invariables 
dans l'espace. 

La méthode des mouvements de rotation atteint le même but 
tout en ne considérant pas de nouveaux plans de projection, 
mais en faisant tourner le système invariable des données de la 
question autour de certains axes convenablement choisis pour 
que quelques-unes de ces données, en tournant , viennent occuper 
ces positions remarquables par rapport aux plans de projection. 

S'agit-il d'une longueur à mesurer sur une droite, il faut 
amener cette droite à être parallèle à l'un des plans de projec- 
tion, pour qu'elle s'y projette en vraie grandeur. 

S'agit-il d'une perpendiculaire à abaisser sur ilne droite ou 
sur un plan, il faut amener le système du point donné, et de la 
droite ou du plan en une position telle que cette perpendicu- 
laire se projette aussi en vraie grandeur, et en faisant un angle 
droit avec la ligne qui représente , sur le même plan , soit la 
droite, soit le plan donné. 

S'agit-il enfin de mesurer un angle plan , il faut que le plan 
de cet angle soit amené à être parallèle à l'un des plans de pro- 
jection. 
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Toutes ces opérations peuvent s^eflectuer par des mouvements 
de rotation. Nous venons d*apprendre à rendre une droite pa- 
rallèle au plan vertical, ou un plan perpendiculaire à ce même 
plan vertical, en les faisant tourner autour d*un axe vertical ; ce 
sont là les seules opérations que Ton puisse effectuer à Taide 
d'un seul axe; mais, une fois amenée dans cette première po- 
sition remarquable, une droite peut être rendue perpendicu-> 
laire au plan horizontal en tournant autour d'un axe perpendi- 
culaire au plan vertical ; et, en tournant autour d'un pareil axe, 
un plan déjà perpendiculaire au plan vertical peut devenir pa- 
rallèle au plan horizontal de projection. 

Enfin, lorsqu'un plan est arrivé dans cette position de paral- 
lélisme au plan horizontal, et qu'il n'a plus par conséquent 
qu'une seule trace, sa trace verticale, qui est en même temps 
la projection verticale de tout ce qui est contenu dans ce plan, 
cette trace unique ne changera pas si on fait tourner le plan au- 
tour d'un autre axe vertical; et l'on voit que l'on peut encore 
profiter de ce troisième mouvement de rotation, de manière à 
amener une des autres données géométriques du problème à 
occuper une des positions principales que nous venons de dé- 
finir. 

Tels sont les seuls mouvements qu'il faut savoir faire effec- 
tuer aux droites et aux plans pour résoudre tous les problèmes 
simples de la géométrie descriptive, en passant absolument par 
les mêmes phases que dans l'emploi de la méthode des change- 
ments de plan. 

Ces opérations multiples ne présenteront à l'esprit attentif 
aucune difficulté si l'on a soin d'appliquer la notation convenue à 
chaque ligne que l'on tracera ; mais si, dans les commencements, 
on craint de s'égarer au milieu de ces lignes nombreuses, rien 
n'empêche, après chaque mouvement de rotation effectue^ de re- 
porter sur un nouveau dessin les seuls résultats de celte opéra- 
tion, et de les considérer comme les données d'un nouveau pro- 
blème qui se résoudra par les mêmes moyens. Nous avons eu soin 
cte fournir des exemples de cette manière d'opérer qui pourra 
faciliter beaucoup les commençants , mais qu'il faut se hâter 
d'abandonner lorsqu'elle n'est plus indispensable comme guide. 

A chaque problème , nous aurons à nous poser la question 
suivante : 

8 
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Quelle est , par rapport aux plans de projection , la position 
des données du problème ponr laquelle la solution se trouve- 
rait écrite par la représentation même des données, ou par une 
construction simple effectuée sur l'un des plans de projection? 

A cette question, la réponse sera identiquement la ménoe que 
pour chaque problème analogue résolu par la méthode des 
changements de plan, à tel point que nous pourrons nous bor-- 
ner à transcrire la réponse à laquelle nous sommes chaque fois 
parvenu en exposant cette méthode. 

Restera ensuite à déterminer par quels mouvements de rota- 
tion, imprimes aux données du problème, cette circonstance 
pourra être reproduite, et à cet égard les indications qui suivent 
ne seront pas inutiles. 

AFaide d*un seul mouvement de rotation, une droite peut 
être amenée à être parallèle à Tun des plans de projection. II 
en faut deux pour la rendre perpendiculaire. 

A Faide d'un seul mouvement de rotation, un plan peut être 
rendu perpendiculaire à Fun des plans de projection. Il en faut 
deux pour le rendre parallèle. 

Deux droites déterminant un plan, la condition de rendre ces 
deux droites parallèles à la fois à un plan de projection exige 
également deux mouvements de rotation ; et, si Fonne veut con- 
struire le plan de ces deux droites , ce qui quelquefois est im- 
possible, il en faudra employer trois. 

Deux plans peuvent être rendus perpendiculaires à un même 
plan de projection par deux mouvements de rotation seulement, 
mais alors il faut construire la commune intersection, ce qui 
n'est pas toujours facile. Mais avec trois mouvements de rota- 
tion on peut toujours arriver à la position que l'on désire. 

Enfin, pour rendre un plan perpendiculaire à Fun des plans 
de projection et une droite parallèle à ce même plan, il laut 
aussi se servir de trois mouvements de rotation successifs. 

Et de même que, dans les changements de plans, on taii cette 
opération successivement en changeant alternativement de plan 
vertical et de plan horizontal , de même dans les applications 
que nous allons faire des mouvements de rotation , nous nous 
servirons alternativement d'axes perpendiculaires an pJan ver- 
tical et au plan horizontal. Nous reproduirons d'ailleurs ce rap- 
prochement après avoir rapidement exposé les épures relatives 
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aux problèmes que nous avons déjà résolus une première fois; 
et nous ferons observer, une fois pour toutes, que l'on pourrait, 
dans chacun, commencer par un axe perpendiculaire au plan 
vertical ou par un axe perpendiculaire au plan horizontal de 
projection. Tout ce qui sera dit de Fun de ces axes par rapport 
au plan qui lui est perpendiculaire, pourra être dit également 
de l'autre position de Taxe par rapport à Tautre plan de pro- 
jection. Nous dirons, dans chaque cas, quelle est la position la 
plus convenable pour les axes autour desquels s'effectueront 
les rotations. 



1 16 PROBLÊMES DE POSITION RELATIVE DU POINT, DE LA DROITE, ETC 



CHAPITRE IV. 

PROBLÈMES DE POSITION RELATIVE DU POINT , DE LA 
DROITE ET DU PLAN, PAR LA METHODE DES MOUVE- 
MENTS DE ROTATION. 

Problême I. Trouver la distance entre deux points m et n. 

180. Solution. Pour que la vraie grandeur de celte distance fût 
immédiatement donnée sur le plan vertical, que faudrait-il? 
Évidemment que la droite qui passe par les deux points donnés 
fût parallèle à ce plan vertical. 

Nous savons qu'avec un seul mouvement de rotation autour 
d'un axe vertical nous pouvons amener la droite qui joint les 
deux points à occuper cette position. Donc, il suifit pour résoudre 
le problème de prendre un pareil axe, de faire tourner la droite 
jusqu'à ce qu'elle soit parallèle au plan vertical, ou, ce qui 
revient au même, jusqu'à ce que sa projection horizontale soit 
parallèle à la ligne de terre. Dans ce mouvement m est devenu 
I»', n est devenu n', la longueur invariable mn est venue se placer 
en m'n\ dont on a la mesure par la distance m'" «'* des deux pro- 
jections verticales des deux points, puisque la droite qui les 
joint est maintenant parallèle au plan de projection sur lequel 
nous opérons. ( Voy. pi. XVII, fig. 1. ) 

181 . Épure. Les deux points étant donnés par leurs projections, 
on peut toujours prendre pour axe la verticale qui passe par 
l'un d'eux, le point m par exemple, et faire tourner autour de 
cet axe le point n d'une quantité angulaire telle que sa nouvelle 
projection n'* vienne se placer sur la parallèle même à la ligne 
de terre menée par le point m^ qui ne change pas de position 
parce qu'il est sur Taxe. 

La circonférence décrite par le point n daiis l'espace a pour 
projection A* et A", et n'* se trouvant à la rencontre de A* 
avecm'^»"^, on connaît immédiatement »'* dont la projection 
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verticale n'" s'obtient aussitôt par là perpendiculaire n'*'n!'' à la 
ligne de terre. 

La nouvelle position de la droite dans Tespace est alors repré- 
sentée sur les plans de projection par A'* et A'*, et mV" donne 
la longueur cherchée. 

L'épure de la figure 2 n'est que la reproduction du même 
mode de solution pour d'autres données, et en effectuant la 
rotation autour d'un axe Y perpendiculaire au plan ver- 
tical. 

Problème II. Trouver la distance d'un point à un plan. 

152. Solution. Si le plan était perpendiculaire au plan verti- 
cal, la normale au plan, qui passe par le point et qui mesure 
la distance cherchée, serait parallèle au plan vertical de pro- 
jection , et par conséquent elle se projetterait en vraie gran- 
deur. D'ailleurs la projection verticale de cette normale est 
toujours perpendiculaire à la trace verticale du plan qui , dans 
ce cas particulier, est elle-même la ligne suivant laquelle se pro- 
jette tout ce qui est contenu dans ce plan. 

Pour ramener le cas général à ce cas particulier il faut : 

Prendre un axe vertical quelconque. 

Faire tourner le plan donné autour de cet axe , jusqu'à ce 
qu'il soit devenu perpendiculaire au plan vertical. 

Chercher la projection verticale du point après cette rotation. 
La longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la 
nouvelle trace verticale du plan sera la longueur cherchée. 
(Voy.pl. XIX, fig.l.) 

Épure. On a pris pour axe la verticale qui passe par le point 
m ; ce point alors ne se mouvra pas quand on fera tourner le 
plan , et il sera toujours représenté par ses mêmes projec- 
tions f«* et 1»". 

La nouvelle trace horizontale HF doit être perpendiculaire à 
la ligne de terre, et je l'obtiens au moyen de la circonférence 
tangente A'^, à laquelle il suffit de mener la tangente HF perpen- 
diculaire à la ligne de terre. Le plan A tourne alors d'un angle 
a, que je ne connaissais pas à priori ; et pour obtenir la trace ver- 
ticale VP'de ce plan après la rotation, il suffira d'avoir déterminé, 
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à l'aide de l'horizontale qui passe par le point m, la projecti(Hi 
Terticale h' du point immobile en lequel l'axe de rotation vient 
percer le plan dans sa première position ; o4" sera la trace yer- 
ticale cherchée. 

La normale est projetée verticalement sur la perpendicu- 
laire m'^n!'' abaissée par le point m sur VF; m*n'* est la longueur 
dierchée. Quant à la projection horizontale de cette normale, 
c'est la parallèle mfn'^ menée par m^ à la ligne de terre. 

Retour à la position primitive. En soumettant tout le système 
du point, du plan et de la normale à une rotation en sens inverse 
autour du même axe et du même angle a, que nous avons appris 
à connaître , le plan P' redeviendra le plan P, m ne variera pas, 
n' deviendra le point n, dont la projection horizontale »* s'ob- 
tient par la circonférence Y*; et en rapportant ce point n* à 
sa position primitive , nous connaîtrons le pied n de la normale 
par ses projections n* et n", et nous aurons les deux projections 
de cette normale dans la position primitive en joignant w* à »*, 
et tri" à Ti". 

La figure 2 n'est que la reproduction des mêmes opérations 
sur des données différentes. 

VÊRiFiCATKWs. Le point n est un point du plan P, ce que Ton 
peut vérifier en considérant une horizontale de ce plan, dont la 
projection passerait par «*, et en s'assurant que la projection 
verticale de cette horizontale se confond avec n"»'*. 

La droite mn étant perpendiculaire au plan P, ses projections 
i»*n*, «l'n*, doivent être perpendiculaires respectivement aux 
traces du plan, ce qui donne encore deux nouveaux moyens 
de vérification. Ceux-ci sont même les plus commodes en 
ce que leur examen n'exige que le seul déplacement d'une 
équerre. 

Problèbos in. Trouver la distance cTun point m à une droite A: 

ltt5. SoLimoN. La position spéciale qu'il fiiut obtenir est 
évidenoment celle dans laquelle la droite A serait perpendi- 
culaire au plan vertical, par exemple. Alors, en effet, la droite 
iaconmie B qm mesure la distance du pmnt à ta droite sera 
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nécessairement psurallèle à ce plan yertical et s'y projettera en 
vraie grandeur. 

Mais une droite ne peut, en général, être rendue perpendicu- 
laire au plan vertical que par deux mouvements de rotation , 
Tun autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical, qui peut 
l'amener à être paraître au plan horizontal, le second autour 
d'un axe horizontal, qui peut réaliser la condition cherchée. 

Suivre le point et le plan dans ces déplacements successifs est 
donc tout ce qu'il faut savoir faire pour résoudre le problème ; 
mais, comme nous n'avons pas encore rencontré sur la même 
figure ces deux mouvements successifs, nous entrerons sur l'é- 
pure dans quelques détails. ( Yoy . pi. XXI, iig. 1 . ) 

i&4. Épure. 1"* Faire tourner la droite A et le point m autour 
d'un axe perpendiculaire au plan vertical, jusqu'à ce que cette 
droite vienne occuper une position Â' parallèle au plan hori- 
zontal. Prenons pour axe la droite qui projette sur le plan 
vertical le point a de la droite Â , car alors ce point se trouvant 
sur Taxe restera immobile, et les constructions seront moins 
nombreuses. 

Lorsqu'une droite est parallèle au plan horizontal, sa projec- 
tion verticale est parallèle à la ligne de terre ; il faut donc faire 
tourner la projection verticale A"" autour du point a", qui est à 
la fois. la projection et la trace de l'axe sur le plan vertical, jus- 
qu'à ce que A" devienne parallèle à la Ugne de terre eu A'^ 

Remarquons que, pour arriver à cette position, cette droite a 
tourné de l'angle oc dont la figure même nous donne la mesure ; 
nous aurons ultérieurement à nous servir de cet angle. A'* 
étant connu, l'épure seule pourra indiquer comment A"^ a été 
obtenu à l'aide du point n qui est venu en n'. On se procurera 
de la même manière m'" et m% en faisant tourner le point m 
du même angle a. 

Les données s<mt actuellement (i»'\»e'*) (A'*, A'*'), cette droite 
étant parallMe au fian horizontal , et c'est sur ces seules don- 
nées que nous devons effectuer la suite des opérations. 

2** Faire tourner la droite A' autour d'un axe vertical jus- 
qu'à ce que cette droite vienne occuper une position A^ per- 
pendiculaire au plan vertical. 

Le point « étant d(mné pe^ ses projections, prenons pour 
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axe Yertical la droite qui projette ce point sur le plan horizon* 
tal ; à Taide d'un tel choix, ce point, et par conséquent ses pro- 
jections , n'éprouveront aucun changement de position pendant 
les rotations , et les constructions seront par cela même plus 
simples. 

Lorsqu'une droite est perpendiculaire au plan vertical, sa 
projection horizontale est perpendiculaire à la ligne de terre. 
Il faut donc faire tourner la projection horizontale A'* autour 
du point a'^, qui est à la fois la projection et la trace de l'axe 
sur le plan horizontal, jusqu'à ce que A'^ devienne perpendicu- 
laire à LT ; cette position est en A'^, et remarquons qu'alors la 
droite A' aura tourné d'un angle p dont la figure nous apprend 
la grandeur, et dont nous aurons à nous servir ultérieurement ; 
A''^ étant connu , nous connaissons immédiatement A'" qui se 
réduit à un point unique situé sur A'**, car dans le nouveau 
mouvement de rotation la droite A' n'est pas sortie du plan 
horizontal qui la contenait, et dont A'" peut être à la fois con- 
sidérée comme la trace et comme la projection. On se procurera 
de la même manière m"* et w"". 

Les données primitives sont maintenant devenues {rnl^^yw!''') 
(A"*,A"'') et le problème se résout de lui-même, car toute droite 
qui ira de ira à A se projettera verticalement suivant m"' A""; et, 
parmi toutes les droites que l'on peut ainsi mener de ce point 
à cette ligne, il en est une, et c'est précisément la normale que 
nous avons à considérer qui , étant parallèle au plan vertical, s'y 
projette en vraie grandeur. 

Le problème est donc résolu, et W^A"' est la longueur cher- 
chée. 

iS5. Retour a LAPosmoN primitive. Le problème qui s'énonce 
généralement ainsi : par un point donné mener une droite 
perpendiculaire à une droite donnée , et construire les pro- 
jections du point de rencontre des deux droites , se trouve 
en partie résolu par la construction qui précède, en ce que 
nous connaissons déjà la longueur de cette perpendiculaire; 
nous avons même en ««""A**, la projection B*^ de cetle per- 
pendiculaire, lorsque le système a éprouvé les deux rotations 
que nous venons d'effectuer. En partant de ces données, rien 
n'est plus facile que de trouver les projections B'^ et B**, de la 
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position quelle occupera lorsque, tournant en sens contraire 
avec tout le système du point et de la droite , ceux-ci seront 
revenus à leur position primitive. 

Lia construction de ces projections B^ et B^ complétera la 
solution du problème complexe que nous venons d'énon- 
cer : nous n'aurons pour cela qu*à faire tourner la droite B" 
d'un angle p autour de Taxe vertical , et en sens inverse de 
la rotation déjà opérée autour de cet axe; cette première 
opération nous donnera une droite B' que nous ferons ensuite 
tourner de « autour de notre axe horizontal. Par ces deux mou- 
vements rétrogrades imprimés au système tout entier, la droite 
A'' sera revenue en A , les projections de B seront les projec- 
tions de la perpendiculaire abaissée du point fixe m sur cette 
droite donnée , et n" qu^ nous connaissons par sa projection 
verticale n*" se retrouvera en n sur cette droite. 

Ce retour à la première position se suit facilement sur l'épure, 
nous ne ferons qu'en énoncer la marche ; m'^^'n!^^ est parallèle à 
la ligne de terre comme projection horizontale de la normale 
qui est , ainsi que nous l'avons vu , parallèle au plan vertical ; 
n"* tourne d'un angle p en sens inverse de la flèche qui est figu- 
rée sur le plan horizontal, n"* vient donc, en n'* dont la projec- 
tion verticale est n'" sur A'*; n'*, à son tour, tournant autour de 
l'axe horizontal d'un angle « en sens contraire de la flèche qui 
est figurée sur le plan vertical, vient se placer en n', dont la 
projection horizontale se trouve en n* sur la projection A* de la 
droite A. 

Une vérification se présente en ce que n'* et n'* étant les deux 
projections d'un même point p de l'espace lorsqu'il tourne 
autour d'un axe vertical , ces deux projections doivent se trou- 
ver sur une même parallèle à LT, ce dont il est facile de s'as- 
surer avec une équerre. 

La figure 2 montre une autre disposition de l'épure pour de 
très-légères différences dans la position des données. 

Problème IV. Construire la plus courte distance de deux 
droites A et B. 

iS6. Solution. Nous avons vu, en résolvant ce problème 
par la méthode des changements de plan, que la position 
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spédale qu'il était nécessaire d'obtenir, ccMusistait en ce que 
l'une des droites devait être perpendiculaire à Fun des i^ans 
de projection. Quelle que soit la position qu'occupe alors 
l'autre droite, la plus courte distance est mesurée par la per- 
pendiculaire qui est abaissée du point unique, qui est l'une 
des projections de la droite A , sur la projecticm corresp<Mi- 
dante de la droite B. Cette position spéciale est encore cdk 
qu'il nous faut obtenir par des mouyements de rotation, et 
c'est déjà ce que nous venons de faire dans le problème pré- 
cédent, par deux rotations successives autour de deux axes 
respectivement perpendiculaires aux deux plans de projection. 
La plus courte distance se trouvera ensuite, comme dans la 
méthode des changements de plan. ( Voy. [d. XXIII.) 

157. Épure. Afin qu'elle soit d'une lecture plus facile, choi- 
sissons, pour nos deux axes, les deux lignes projetantes d'un 
certain point m de la droite B, encore bien que les constructions 
seraient un peu plus simples si nous faisions passer ces axes 
par un certain point de la droite A, que nous voulons am^aer 
à être perpendiculaire au plan horizontal par exemple. 

m étant le point choisi sur B, notre premier axe sera la 
droile projetante de m sur le plan horizontal, et le second, la 
droite projetante de m sur le plan vertical. wi*sera la projection 
du premier sur le plan horizontal, et le point nC' la projection 
verticale du second, et ces points seront respectivement les 
centres des projections des circonférences décrites dans l'espace 
par les différents points de la droite A et par les différents 
points de la droite B. 

Nôtre première opération aura pour but de tourner autour de 
l'axe vertical Z projeté en m^^ de manière à faire prendre à A 
une position telle que A''^ soit parallèle à la ligne de terre LT, 
ce que nous effectuons à l'aide d'une circonférence tangente 
sur laquelle nous pouvons mesurer l'angle a de cette première 
rotation effectuée dans le sens de la flèche figurée sur le plan 
faorizoïital. A'^ est alors ccMmu, et A'* s'ensuit immédiateinent 
en déterminant les nouvelles positions de deux pomts de cette 
droite. 

Le système des deux droites A et B étant invaiiaMe, l'une n'a 
pu tourner sans l'autre , B a tourné du même angle c autour de 
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Taxe Z projeté en w^, considération qui suffit pour tracer sa nou- 
velle projection V^ qui passe par le pmit ni*, m étant un point 
de cette droite qui ne change de position pendant aucun des 
mouvements de rotaticMi. La projection verticale B'* passe par 
m*" pour la même raison , et l'épure indique d'elle-même com- 
ment a été déterminé un deuxième point de cette projec- 
tion. 

Le système des deux droites primitives étant maintenant 
(A'*, A'") (B'\B'») et l'une d'elles étant parallèle au plan vertical, 
nous pouvons par un nouveau mouvement de rotation autour 
d^un axe Y pa^endiculaire au plan vertical , l'amener à être 
perpendiculaire au plan horizontal. Sa projection verticale est 
alors A''**, et sa projection horizontale A''* se réduit à un point 
placé sur A'*. Pour venir dans cette nouveUe position , cette 
droite a tourné d'un angle p donné par la construction même 
autour de l'axe Y, et c'est du même angle et dans le même sens 
que nous avons à entrabaer dans son mouvement la droite B', 
qui ne cesse pas de passer par le point m. Inclinons B'* dans 
le sens de la flèdie , d'une quantité angulaire égale à cet angle p, 
et nous aurons B'" pour la projection verticale, dont nous nous 
servirons ensuite p<Mir construire ff* qui passe par «i*. 

La plus courte distance dierchée est alors mesurée par la 
perpendiculaire AV* abaissée du point A''*, projection hori- 
zontale de A", sur B"* projection horizontale de B". 

En outre, cette plus courte distance que nous appellerons C 
dans l'espace et qui se projette ici en vraie grandeur, se trou- 
vant perpendiculaire à une verticale , est elle-même horizontale : 
par conséquent sa projection verticale est parallèle à la ligne 
de terre : »" est le point où elle rencontre la droite B'' et nous 
appellerons f son point de rencontre avec A" ; ce point , pro- 
jeté comme tous les autres points de A" sur le point unique 
A"*, aura pour projection verticale T*, que l'on obtiendra en 
menant par n'^" rapporté sur B"", la parallèle n^^f '' à la ligne de 
terre. 

La plus courte distance C est alors représentée par ses deux 
projections ainsi déterminées (n"*A'*, n''T'). 

158. Retoue a la posmoii PflmmvB. Maïs ces projections 

sont celles de la droite C", qui n'est autre chose que la plus 
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courte distance C elle-même , qui à été soumise , avec les 
deux droites, à nos deux mou>ements de rotation; et, si 
Ton veut revenir, de cette position C", à la position C, il 
faut effectuer en sens inverse des mouvements de rotation 
précisément égaux aux premiers mouvements, savoir : faire 
tourner C", ou ce qui revient au même, n" et P d'un angle p 
autour de Taxe Y en sens contraire de la flèche qui est figurée 
sur le plan vertical , ensuite d'un angle « autour de Taxe Z , 
en sens contraire de la flèche du plan horizontal ; c'est ainsi 
que »" et f deviennent «' et /', puis n et / , quand leurs pro- 
jections dans ces positions diverses sont devenues («'*,«'•), 
(/'*,/'*'), puis (n\n*), (Z*,^"), points qui suffisent à connaître la 
plus courte distance cherchée C, dans sa véritable position, par 
ses projections C* et C''. On peut au reste , pour éviter des 
mesures d'angles, observer que »"*, n'*, n*, se trouvent res- 
pectivement sur B"*, B'*, B\ de même pour toutes les autres 
projections, ce qui permet d'abréger les constructions de 
beaucoup. 

On obtiendrait une vérification importante en cherchant di- 
rectement la longueur de la plus courte distance C, connue 
par ses deux projections C* et C* ; elle devra être égale à la lon- 
gueur A"*/*"* qui nous en a déjà donné la mesure. 

PROBLÈifE V. Construire V angle de deux droites données A 
etH. 

189. Solution générale. Pour que l'angle des deux droites 
soit égal à l'angle de leurs projections , nous avons vu , en 
traitant ce même problème par la méthode des changements 
de plan, qu'il fallait qu'elles tussent à la fois parallèles au plan 
de projection que l'on considère; et elles seront parallèles à ce 
plan , si le plan qui les contient toutes deux lui est lui-même 
parallèle *. 



"^ Dans le cas où les droites ne sont pas dans un même plan, ce plan, qu'il 
faut rendre parallèle au plan de projection , est celui qui contient une des 
droites, et qui est parallèle à l'autre; cette double condition le détermine 
complètement. 
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Si donc nous connaissions ce plan , il suffirait dé l'aincncr à 
être parallèle à l'un des plans de projection, ce que nous savons 
faire à l'aide de deux mou\ements de rotation seulement. 

JMais avant d'aborder cette solution, qui exige la constiiiction 
d'un plan , nous décrirons la construction générale qui nous 
permet d'arriver au même résultat au moyen de trois mouve- 
ments de rotation : elle est, dans la méthode qui nous occupe, 
l'équivalent de la solution générale que nous avons donnée du 
même problème, par la méthode des changements de plan. 

A l'aide de deux mouvements de rotation, nous pouvons 
amener la droite A à être perpendiculaire au plan vertical de 
projection , le premier de ces mouvements qui s'effectuera alors 
autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical n'ayant 
d'autre but que de l'amener à être parallèle au plan hori- 
zontal. 

Parvenu à cette position A" perpendiculaire au plan vertical, 
la droite A" pourra nous servir d'axe de rotation pour amener 
aussi la droite B devenue B'^ dans une position de parallélisme 
avec le plan horizontal, el alors il sullira de chercher les pro- 
jections A*^* et B'"*^ des droites A el B, après ces trois mouve- 
ments, pour que l'angle de A'"* et B*^* soit l'angle cherché. 
(Voy. pi. XXVII.) 

IBO. Épure. !'• Opération. Pour rendre A parallèle au plan 
horizontal, j'emploie un axe Z perpendiculaire au plan ver- 
tical et passant par un de ses points m ; c'est en d'autres termes 
la droite projetante du point m sur le plan vertical. Z* est un 
seul point qui se confond avec m", V* est la perpendiculaire 
abaissée de m!* sur la ligne de terre. 

A devant être amenée par ce mouvement de rotation dans une 
position A' parallèle au plan horizontal , il faut que sa projection 
verticale A'" devienne paraDèle à la ligne de terre , ce qui déter- 
mine l'angle a de la première rotation qui s'effectue dans le sens 
de la flèche l figurée sur le plan vertical ; dans ce mouvement A*^ 
est devenue A'* et passe toujours par w*, qui étant placé sur 
l'axe de rotation n'a pas été déplacé. Quant à B'* et B'*, elles 
s'obtiennent en faisant tourner la droite B du même angle « , 
ainsi que l'indiquent les constructions effectuées sur le plan 
vertical. 
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2^ Opération. A! qui était parallèle au plan horizontal doit 
maintenant venir en Â'^ et être perpendiculaire au plan verti- 
cal ; c'est un axe vertical Y qu'il nous faut employer, et nous 
prendrons celui qui passe par le même point m et qui se projet- 
tera par conséquent en m^ et en Y", cette projection étant en- 
core la perpendiculaire abaissée de m* sur la ligne de terre. 
La droite A' doit être perpendiculaire au plan vertical, il fout 
donc que sa projection horizontale devienne perpendiculaire à 
la ligne de terre , ce qui détermine l'angle p dont cette droite 
doit tourner dans le sens de la flèche 2 figurée sur le plan ho- 
rizontal. La droite À'' a alors pour projection À'^'^ perpendicu- 
laire à la ligne de terre, et sur l'autre plan le seul point m"" qui 
se confond avec À"". La position relative des droites Â et B ne 
devant pas changer dans ces mouvements, B aura tourné en 
même temps du même angle p, et l'épure indique comnimt 
sont déterminées ses nouvelles projections B'^ et B^ à la suite 
de cette rotation. 

3^ Opération. A!' est perpendiculaire au plan vertical; nous 
prenons cette droite pour axe et nous faisons tourner tout le sys- 
tème d'un angle tel que B'' soit devenu aussi parallèle au plan 
horizontal, dans une position W complètement déterminée par 
cette condition que B''''' soit parallèle à la ligne de terre ; ce qui 
détermine l'angle y de la rotation à effectuer autour de la 
droite A; dans ce troisième mouvement, la droite A ne s'est 
pas déplacée puisqu'elle sert d'axe, la droite A"* est toujours sa 
projection horizontale; B^''^ se détermine facilement à Taide 
de B** ainsi que l'indiquent les constructions effectuées sur 
l'épure ; et, les deux droites, étant maintenant toutes deux pa- 
rallèles au plan horizontal, l'angle des deux projections A** et 
B"*, est égal à l'angle des deux droites A"* et B*', et par consé- 
quent à l'angle cliercbé des deux droites données A et B, qui 
n'ont aucunement changé de position relative dans les diflë- 
rents mouvements que nous avons effectués. 

SiMPUFiCÀTiON. Si, par le point m de la droite A, on mène 
une parallèle C à la droite B, ce qui se réduit à mener 
par w* et m" des droites C* et C respectivement paraUèles 
à B^ et B"*, le point m sera à la fois sur les deux droites A 
et C dont on cherchera à déterminer Tangle, et les différents 
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mouvements de la droite G s'effectueront par cela même plus 
facilement. 

C'est cette circonstance qui se présente naturellement quand 
les deux droites données A et B sont dans un même plan et 
que Ton peut choisir, pour axes, des droites qui passent par 
leur point de rencontre m\ mais cela n'est pas toujours possible 
sur une feuille de papier de grandeur donnée. 

Observation. Dans les trois problèmes relatifs aux angles des 
droites ou des plans, il ne saurait y avoir d'inconvénient à rem- 
placer les données de la question par des plans ou des lignes 
parallèles toutes les fois que Ton y trouverait un avantage pour 
le tracé, la condition de parallélisme étant suffisante pour 
I assurer l'invariabilité de l'angle ainsi construit. 

161. Cas où F on peut déterminer le plan des deux droites. 
Lorsque l'on connaît sur l'un des deux plans de projection les 
traces de deux droites A et B qui se coupent, la droite qui joint 
ces traces est la trace même du plan deâ deux droites sur ce 
même plan de projection. 

a* et ¥ étant les traces de A et de B sur le plan horizontal, la 
droite a* If est donc la trace horizontale HP du plan P qui con- 
tient les deux droite, et c'est ce plan P qu'il faut amener à être 
parallèle au plan horizontal pour que l'angle des deux droites 
dans l'espace soit le même que celui de leurs projections hori- 
zontales. 

Un premier mouvement autour d'un axe vartîcal amène le 
plan P à être perpendiculaire au plan vertical, et un second 
mouvement autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical 
suffira pour l'amener dans la position désirée. 

En prenant, pour axes de rotation successifs, les lignes proje- 
tantes du point m de rencontre des deux droites , l'épure sera 
d'une construction très-simple, ainsi qu'on peut le vérifier sur 
la Planche XXV. 

Obssbvation. De même que dans les applications de la mé- 
thode générale des changements 4^ plan , la connaissance du 
plan P a réduit d'une opération le nombre de celles que nous 
devions effectua pour opérer la solution générale de c^ pro- 
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blême; c'est là un rapprochement qu'il importait de ne pas 
passer sous silence. 

Problème VI. Deux plans étant donnés ^ construire l'angle 
qu'ils forment entre eux. 

i6fi. Solution par l'angle de deux droites. L'angle de deux 
plans étant égal, comme nous l'avons vu, au supplément de 
l'angle de deux perpendiculaires respectivement abaissées d'un 
point quelconque de l'espace sur les deux plans donnés , la 
question se trouve immédiatement ramenée à celle de langle 
de deux droites. 

On prendra donc arbitrairement un point quelconque m; 
de ce point on abaissera des perpendiculaires sur les plans; 
ces perpendiculaires A et B seront immédiatement connues par 
leurs projections , car ces projections passent par celles du 
point m , et doivent être respectivement perpendiculaires aux 
traces des plans. 

A étant dès lors connue par A* et A', perpendiculaires à HP et 
VP, B étant pareillement connue par B* et B" perpendiculaires 
à HQ et VQ , on pourra opérer sur ces lignes A et B , comme 
nous avons appris à le faire dans le problème précédent, et c'est 
là effectivement le procédé que l'on suit généralement. 

L'angle o» des droites A et B étant connu , l'angle cherché 
aura pour mesure 180*» — on 

165. Solution directe. Elle s'obtiendra conmie par la méthode 
des changements de plan, par l'angle même des deux trnces, si 
Ton peut amener les deux plans P et Q à être à la fois perpen- 
diculaires à l'un des plans de projection , au plan vertical par 
exemple. 

Or, si le plan P était parallèle au plan horizontal, et si l'on 
faisait tourner le système invariable des deux plans autour d'un 
axe vertical , le plan P n'en resterait pas moins toujours per- 
pendiculaire au plan vertical , sur lequel sa trace ne changerait 
même pas, et l'on pourrait profiter de ce mouvement de rota- 
tion pour rendre en même temps Q perpendiculaire au plan 
vertical. 

Or, nous savons qu'il nous faut deux mouvements de rota- 
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tion pour amener le plan P dans cette position; le plan Q étant 
alors quelconque , nous pourrons toujours , avec trois mou- 
vements de rotation, amener à la fois les plans P et Q à être 
perpendiculaires au plan vertical, position spéciale dans la- 
quelle Tangle de leurs traces sera Tangle même des deux 
plans. (Voy.pl. XXIX.) 

Épure. Pour rendre le plan P parallèle au plan horizontal , 
il est nécessaire d'effectuer deux opérations. 

1" Opération y qui a pour but de rendre le plan P perpendi- 
culaire au plan vertical : Dans cette position , sa trace horizon- 
tale HP doit devenir perpendiculaire à la ligne de terre ; prenons 
pour axe vertical la ligne projetante d'un point quelconque m^ 
choisi pour plus de simplicité dans le plan P, et faisons tourner 
le plan autour de cet axe dans le sens indiqué par la flèche 1 , 
jusqu'à ce que HP vienne se placer sur la perpendiculaire HP' à 
la ligne de terre (m* étant pris arbitrairement , m" s'en déduit 
immédiatement au moyen d'une horizontale du plan dont la 
projection horizontale doit être parallèle à HP et la projection 
verticale parallèle à la ligne de terre). Le plan P aura tourné 
d*un angle a, dont le tracé même nous donne la mesure; et, 
pour avoir la trace verticale de ce plan , il suffira de joindre le 
point p', en lequel HP' rencontre la ligne de terre, au point m', 
qui est la projection verticale du point m situé dans le plan P et 
qui se trouvant sur l'axe n'a éprouvé pendant la rotation aucun 
déplacement. Le plan P' étant perpendiculaire au plan ver- 
tical , VP' est à la fois sa trace verticale et la projection de tout 
ce qui est contenu dans ce plan. 

P et Q formant le système invariable de position relative dans 
le problème qui nous occupe , lorsque P a tourné de Tangle « 
dans le sens de la flèche 1 , Q a nécessairement tourné du même 
angle dans le même sens. HQ est devenu HQ', et Ton trouvera 
VQ', ainsi que nous avons appris à le faire par la considération 
de deux points du plan Q qui auront tourné dans cette rota- 
tion du même angle a. L'opération du déplacement de ces deux 
points est suffisamment représentée sur l'épure, et la construc- 
tion nous fournit la nouvelle trace VQ' qui correspond à HQ'. 

2« Opération^ qui a pour but de rendre le plan P' parallèle au 
plan horizontal de projection : L'axe sera maintenant perpen- 

9 
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dieidaire au plan vertical, ee sera la ligne prfl^tsorte d» |K»Dt m^ 
sur le pian yedieal. 

Pour que F devieBne porallèle^ a» pbA banaoBlat^ik ftoftet 
il suffit que satsace iJM»-ikâle soU. porattète à laHgaedetane; 
dao» le fliouvemenL qjue: non» efifeetaians le plaar F ae cesse 
d'être perpendiculaire au plan vertical, sa trace verticale 
donc toujours par la projection verticale de Tun quelconque de 
ses poiiii»,. du point m pair exemple , et torsqB'eUe iseBàra. se 
placer sur VF' elle aura tourné, aioâqpifelepbttkft-fliAiiK^dfviL 
angle ^ dont le tracé même noys d^nae la. nKSure^ et daat d«it 
tourner aussi le plan ûf dani. les traces ^Çf eà \W se délamâh 
neut d'après cette condition. 

Le plan F' étant paraUè^ a» plan hcNrionntal nfatpas étitme»: 
horizontale ; U est donc inutile de. la efettrehcr,. À les» chaoesp 
S9nt sÂDsi flaeées comme ncwsicliftrcbîofis aie bîreu 

âr OpéraMam. fteste à fsnre tmomef k- sysJèma aatinr éfmi' 
^3Uà vertical ( nous cboisissons tâHJCMTsr la l^ne: profclantr 
de M.), dételle aorte que le pl»iQ,niatiiteiiautftftQfV>'9tt 
amené à être perpcndienlaif e au plan verticaL Bobs ce 
menila trace dit pian P ne ekai^e pas, VF" esta la i&»Tf. 
HQ'"' est venu se placer perpendiculairement àla ligne de tevfe,. 
et la trace VQ''' se détermÎM^ emnme VF & été détennmé knit àt 
rbeure. 

L'aigle cbcarcfaé e&t l'angle de VF* aciee YQ^. 



Cas où Tua eAiiaaii TiafaBrscetitti des cteax f !»&. 

164. Quand on peut construire rintearsection des deux plans 
P et Q, on évite un mouvement de rotation,, our L'angle ckeiché 
est Tangle même des traces toutes les fois que yiiUersectû»ide& 
deux plans est perpendiculaire au^ plan de ces traces, et neusî 
avons appris déjà,, par deux mouvements de rotatio», à faire 
qu'une droite quelconque devienne perpendiculaire à l'un de& 
plans de projection. 

C'est donc ainsi qu'il faudra opérer dan&ce cas;, la eûanaî&- 
sance de l'intersection nous^ tient lieu d'un moiivemâfti de rata»* 
tion, de même qu'elle nous a évité un changement depla» dens 
un cas semblable. 
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CoB OÙ VwBL des plans donnés se confond ayec Tun dis plans de projection. 

164 bis. Le problème ei^ alors cdui-ci : déterminer l'angle 
d'tuk plan donné P av6c l'un des plans de praîeeiùm^ 

Lorsque Le plaa P est perpendiculaire au plan vertical, laugle 
de ce plan avec le plan horizontal est mesuré par Tangle de aa 
tra«e verticale VP-av^c la ligne de terre, car cette trace et cetle 
ligne de terre sont les deux intersections des. deux plans que 
Ton Qonadèra avec nu mèiae pian (V) perpendieulure à leur 
cofiomune intersediott (HP). 

U nous faut donc amener le plan P» Planche XXXU» tgure % 
dans cette position en le faisant tourner autow d'un axe ver^ 
tical Z jusqu'à ce que sa trace HP vienne se placer en H'P per^ 
pendkulâicemânt à la ligna de terre. Ce dépïaceaient s'efiGectue 
à laide de la eirconCérence tangente M^. Lorsque l'on cennait 
HF^ on a déjà le point p' qui appartint à la trace verticale du 
plan. P' , et pour en. avoir un autre point » nous con^dérerons 
rhorizontak M du plan P qui passe pu* Taxe Z ; la projectrân 
horizontale de cette horizontale est A'^ qui paese par Z\ et esll 
parallèle à HP ; sa projection verticale est M", parallèle à la ligne 
de terre menée par le point n\ qui est la trace de cette hori- 
zontale sur le plan vertical , et qni s'obtient en élevant , de n^ 
sur la Mgne de terre , une perpendiculaire que Fon prolonge 
jusqu'à sa rencontre n"" avec VP. m* est alors la projection du 
poinf m du plan P, qui a sa projection horizontale enm'^; ce 
point est sur Faxe, et par conséquent ne se déplace pas dans le 
mouvement de rotation, et comme le plan P' est perpendiculaire 
au plan vertical, tout ce qui se trouve sur le plan P' se projette 
suivant sa trace, et réciproquement sa trace doit passer par toute 
projection verticale m* d'un point du plan. 

Si nous avons reproduit ici ces détails, c'est que le problème 
<jm Hôus occupe se présente souvent dans la pratique , mais 
cette seule opération que nous venons d'efifectuer n'est autre, 
chose que la troisième des opérations que nous avons dû faire 
pour résoudre le problème général de Fangle des deux plans. 

M8!i PftOBLian TII. Construire Vangle formé par une droite 
£t par im plan donnée ék position dans Vespace. 
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Solution par l'angle de deux droites. Nous avons vu, en trai- 
tant celte question parla méthode des changements de plan, 
que, si d'un point de la droite donnée A, on abaissait, sur le 
plan donné P, une perpendiculaire B, Tangle compris entre A 
et B était le complément de l'angle cherché de la droite A avec 
le plan P ; a étant l'angle des deux droites , l'angle cherché sera 
doncQO*» — a. 

La droite B se construit facilement, puisqu'il suffit, pour ob- 
tenir ses projections , d'abaisser respectivement , des points 
w* et W, projections d'un point quelconque m de la droite A, 
des perpendiculaires sur les traces HP et VP, du plan P, Le pro- 
blème est ainsi ramené à trouver l'angle de deux droites, ce que 
nous avons appris à exécuter par Fun des moyens étudiés 
précédemment. 

Mais on peut aussi obtenir, par la méthode des mouvements 
de rotation, l'angle d'une droite et d'un plan, sans construire 
la normale, en cherchant à placer les données de la question 
dans la même position spéciale à laquelle nous avons eu recours 
lorsque nous avons résolu ce problème par la méthode des 
changements de plan. 

166. Solution directe. Cette position spéciale est celle-ci : il 
faut que le plan soit perpendiculaire à l'un des plans«de projec- 
tion, au plan vertical, par exemple, et que la droite soit parallèle 
à ce même plan; quand cette double circonstance est réalisée, 
l'angle de la droite et du plan se trouve projeté en vraie gran- 
deur sur l'angle que fait la trace verticale du plan avec la pro- 
jection verticale de la droite. 

Trois changements de plan nous ont servi à réaliser cette 
condition; trois mouvements de rotation vont aussi nous con- 
duire au même résultat. 

Appelant A la droite donnée, et P le plan, les deux premiers 
changements de plan nous ont conduit à de nouveaux plans de 
projection, tels que P soit perpendiculaire à l'un d'eux ; les deux 
premiers mouvements de rotation nous conduiront , pour le 
plan P, à une nouvelle position P", dans laquelle ce plan sera 
parallèle à l'un de nos plans de projection , au plan horizontal, 
par exemple; et ce curieux rapprochement entre les opérations 
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que nécessitent les deux méthodes pourra se continuer de la 
même façon pour la troisième opération. Au moment de TefTec- 
tuer, P est parallèle à H", lorsque Ton opère par changements 
de plan, P est parallèle à H lorsqu'on emploie les mouvements 
de rotation ; dans l'un et Fautre cas, il ne s'agit plus que de 
rendre Â'' parallèle au plan horizontal , pour que les données 
de la question remplissent les conditions que nous avons posées 
en commençant. (Voy. pi. XXXI.) 

■*. 
Épure. A est donnée par ses deux projections A'* et A"; le 

plan P, par ses deux traces HP et VP. 

V* Opération. L'opération qui a pour objet de rendre P per- 
pendiculaire au plan vertical est effectuée, au moyen d'un axe 
vertical Z, que l'on fait, pour plus de simplicité, passer par un 
point m de la droite A. Cet axe se projette horizontalement en 
iw* et verticalement en Z', perpendiculaire à la ligne de terre. 
Pour que le plan P devienne perpendiculaire au plan vertical, il 
faut que la trace horizontale HP, en tournant autour de m*, 
vienne se placer en HP' , perpendiculairement à la ligne de terre. 
La rotation s'opère dans le sens de la flèche 1, et après avoir 
tourné d'un angle a , la trace HP' du plan P se trouve immé- 
diatement indiquée sur l'épure. Le point p\ où cette trace ren- 
eontre la ligne de terre, est déjà un point de la trace verticale 
VP', dont on trouvera un autre point par la considération d'une 
horizontale du plan P. 

P et A constituent , dans le problème que nous cherchons à 
résoudre, le système dont les éléments ne doivent point varier 
de position les uns par rapport aux autres. Quand donc P a 
tourné de l'angle a, la droite A a dû tourner du même angle, 
ce qui , par rexamen du déplacement d'un point de A*, donne 
facilement un point de A"". D'ailleurs, le point iw, qui appar- 
tient à la droite, n'a pas changé de position, puisqu'il est situé 
sur Taxe ; la projection A", comme A", doit donc passer par 
m", et cette projection verticale de la nouvelle position A' de 
la droite A , se trouve ainsi construite. 

2* Opération, qui a pour but de rendre le plan P' parallèle au 
plan horizontal de projection ; l'axe sera maintenant perpen- 
diculaire au plan vertical ; nous choisissons la ligne projetante 
du point m sur ce plan. 
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La trace VF du plan P, deveim paraHèla au plan liericocttd, 
«e trouve absolinn^t comme dans le précédent pFtMème : <se 
fi&n n'a {Ans de trace borizontale , et , connaissant Tam^e f , 
dent ce plan a dû Icrmuer XHmr arrirer à cette position, il ^nfllt 
de faire tourner Â'*' du même angle dans le sens de la €èche % 
pour obtenir A"% et, par^uite, A"*. 

.â"" Opérati&n. Le .plan f" étant parallèle an plan limzontél , 
sa trace ne changera pas si on le fait tourner avftonr >â^mi axe 
vertical, pour lequel nous choisissons encore notre premier 
axe Z, qui se confond avec la droite qui projette lepQÎrtt m sur 
le plan horizontal; quel que soit Tangle dont on fera ainsi 
tourner le sy^èmc, le plan F ne cessera pas d'être perpendicu- 
laire an plan vertical, et, si l'on profite de ce mouvement ponr 
amener la droite A , maintenant en A^, en nne nouvelle posi- 
tion A", où die soit parallèle au plan verficsB, nous aurons 
réailisé les conditions que nous désirons obtenir. 

Il faut pour cela que la projection A"* tourne jusqu'à ce 
qu'elle vienne se confondre avec la parallèle menée "k la ligne 
de terre par la projection invariable w* du poiiït m. L'ampli- 
tnde de ce troisième mouvement de rotation est donnée par 
l'angle y, que fait A"* avec A"'* ; il s'effectue dans le sens de la 
flèche 3, et cette connaissance suffît pour construire, ainsi que 
nous l'avons fait maintes fois, la projection verticale correspon- 
dante, qui est ici A''". L'angle de A*"" et de Ty, qui se confond 
ici avec VF, est précisément l'angle cherché. 

Observation SUR le choix de l'angle. Nous rappellerons que 
l'angle d^une droite et d'un plan ne peut jamais être plus 
grand qtf un angle droit ; il faudra toujours prendre pour la 
mesure de cet angle le plus petit des deux angles que forment 
entre elles les deux droites. 



Cas où Ton connaît le plan des deux droites qui mesufenl Tangle de la droite 

et du plan. 

167. Si d'un point quelconque a de la droite A nous abais- 
sons wne perpendiculaire C sur le plan ^P , le plan Q, qui con- 
ttent xsette perpendiculaire et la droite A elle-^mdme, coupe le 
plan donné suivant mie troisième droite B, dont l'angle avec 
A mesure l'angle demandé. 
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Si Biou^ «cMBMiMmis ee {En Q, m s crf em cf i t «une de ses 
Iraoes, tt tace V<3^ par eiMSfAe, nous povmoiiB , ^lar demi 
lanv^oientede retatîDa, anoMT 4oe plaR à dire p»r»Dèle mi 
l^kn veaf>iîcal ëe f>nesecEtîMi. fia» oelie peeitioii du lAan 13, 
le plan P, a a q p c^ l il «st^ par courtraciioa, perpentficiriairf , 
serait nécessairement aussi perpendidriaipe »u ftan vefrttCfA : 
èsL âembie oondiilkm *â'iiiii pian perpmdîculaire fft d'une droite 
parallèle à un même fiian tle projaclîon , se trmwant alors 
réalisée, Fangle cherché de la droite et du plan sera donné en 
vraie grandeur par Fangle que fait la projection de la droite 
avec la trace du plan. 

Deux mouvements de rotation suffisent; et, cette fois encore, 
la construction du plan Q nous a permis de réduire à deux, au 
lieu de trois, le nombre des mouvements de rotation à effectuer. 

Cas où le plan donné se confond avec l'un des plans de projection. 

168. Le problème peut alors s'énoncer plus simplement 
ainsi : construire Fangle qu'une droite donnée fait avec l'un 
des plans de projection. 

Les données sont ainsi placées dans les conditions spéciales 
auxquelles les deux premières opérations de la solution géné- 
rale de Fangle d*une droite et d'un plan ont ramené la dispo- 
sition primitive. La troisième opération seule est nécessaire. 

Si Fon demande, par exemple, Fangle de la droite A, Plan- 
che XXXHI, figure 2, avec le plan horizontal, il suffit de faire 
tourner la droite autour d'un axe vertical passant par un de ses 
points jusqu'à ce que cette droite soit venue occuper une po- 
sition A' parallèle au plan vertical. 

Si m est le point par lequel nous faisons passer Faxe vertical, 
il faudra faire tourner A* jusqu'à ce que cette droite se con- 
fonde avec la parallèle A'* menée à la ligne de terre par le 
point w*. Dans ce mouvement, w* sera venu se placer en n"* 
dont la projection verticale n* vient en même temps en »'* et 
la nouvelle projection verticale de la droite devient w»'* ou 
A'*; Fangle de A'* avec la ligne de terre est Fangle cherché. 

On arrivera plus facilement à la construction de Fangle de 
la figure 3, si Fon peut prendre , pour axe , la ligne qui pro- 
jette, sur le plan horizontal , la trace verticale de la droite ; la 
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droite alors se rabat sur le plan yertical lui-même, et la pro- 
jection A"^ se rabat sur la ligne de terre. En examinant le dé- 
placement d'un point quelconque m de la droite , on trace 
aussitôt la nouyelle projection Â^ qui n*est autre chose que la 
droite elle-même , et dont Tangle avec la ligne de terre est 
encore Tangle cherché. 

La construction s'opérerait de la même façon pour Tangle 
^que fait la droite A avec le plan vertical. * 



LIVRE IIL 

INTERSECTIONS DES LIGNES ET DES SURFACES. 

169. Jusqu'ici nous avons résolu les différents problèmes de 
position relative de la ligne droite et du plan sans nous occuper 
en aucune façon des problèmes d'intersection des lignes droites 
et des suHaces planes que nous avons eu à considérer ; nous 
avons reconnu toutefois que, dans l'emploi des méthodes géné- 
rales, le nombre des opérations pouvait quelquefois être nota- 
blement diminué lorsque Ton connaissait ces intersections, et il 
est d'autant plus important de savoir les déterminer que les arê- 
tes d'un solide , par exemple , sont toujours des lignes intersec- 
tions des surfaces qui terminent ces solides, et que dans les arts 
la connaissance exacte de ces arêtes est indispensable et d'un 
usage constant. 

Les méthodes générales qui ont été précédemment dévelop- 
pées peuvent très-bien servir à la détermination des intersec- 
tions des différentes surfaces, mais il arrive souvent, que l'on 
peut, par des considérations plus simples, arriver au même 
but. C'est ce que nous reconnaîtrons d*abord sur les intersec- 
tions des plans entre eux et sur les intersections des droites et 
des plans. 



CHAPITRE PREMIER. 

INTERSECTION DES PLANS ENTRE EUX. 

170. L'intersection de deux plans est une ligne droite qui sera 
connue si deux de ses points le sont : soit I cette intersection 
(PL XXXIV, flg. l)pour les deux plans P et Q donnés par leurs 
traces, n'est-il pas évident que la droite I étant dans le plan P 
ses traces sont situées sur les traces de ce plan ; il en est de 
même pour cette même droite I par rapport au plan Q, en telle 
sorte que la trace a^ de l'intersection I doit être à la fois sur 
HP et sur HQ, et par conséquent à la rencontre de ces deux lî- 
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gnes ; la trace ô* sera également le point de rencontre de VP et 
VQ, traces verticales des deux plans doanés. 

Or a* étant dans le plan horizontal, sa projection verticale 
est a* sur la ligne de terre ; b" a, pour une raison semblable; sa 
projection Tiorizorftale en V, et par suite T* et f sont immédia- 
tement connus. 

Ce moyen général de trouver l'intersection de deux plans ne 
souffre aucune exception, à condition que les points o et & ne 
soient pas en dehors de l'épure ; mais il n'est la j^upart du 
temps pas possible de Je mettre en pratique parce que HP et HQ, 
par exemple, sont tellement placés que ah ou ft° sont trop éloi- 
gnés Fun de Tautre , ou bien parce que ces deux lignes se ren- 
contrant sous un trop petit angle , leur point de concours ne 
se trouve pas déterminé avec assez de précision ; on sait en 
effet que les lignes du dessin ayant une certaine épaisseur , si 
deux d'entre elles ont une direction peu différente, elles pa- 
raissent se confondre sur une grande longueur, au mîlieu de 
laquelle il faut, pour ainsi dire, choisir arbitrairement le point 
convenable. 

£71. Ayant d'examiner par quels moyens on doit écîhapper, 
' dans la praftique, à ces difficultés , en ce qui coirceme Tinter- 
îection de deux plans , nous nous arrêfterous à quelques cas 
particuliers dont la solution découle de la règle générale. 

Si les deux plans P et Q (fig. 2) ont leurs traces horizontales 
parallèles, il n'est plus possible de trouver le point a*, ou plutôt 
ce point est situé à l'infini, et l'on serait embarrassé pour trou- 
ver l'intersection commune 4\ Fon îmb nemarquait qu'elle est 
nécessairement parallèle aux droites HP et HQ, contenues res- 
pectivement dans les deux plans : ¥ ea «ffet étant m point du 
plan P, toute droite menée par ce point parallèlement à HP 
«era tout entière daiis*ce plan, let par lanoôtaBe raéson dans le 
iptan Q : HP et HQ sont des ^horizontales, l%ftersecl30ii cherchée 

\ aussi, «aprDjectkm vertiealeesUa parsAèkï' 



Il h figue dte tente, «t sa pi^6jectî«n iMnrasOTitsIe 1^ 'is'-obtient «m 
siensntpar V" une poraflèle aux traces ^es deiiK ^ims donnés. 
Il serait inutile >d'Hiâii{ner que •ces conskMrarimns sent égstle- 
witiA «pi^cables 4an css ponr leqnel les èem. traces ^verticales 
-senlemeiit scmt paraUMes. 



IKlElfllCnON DEB «LANB ERTBE EUX. 139 

Si cette <;ircaii8taBce 4e paraUélisme existait à la fois pour 
ies traces liomsiitales et les traces verticales, les plans P et Q 
seraieiit paraOèles et, par consécpieiit, il n'y aurait pas à re- 
chercher leur intersection. 

17:2. La figure 8 se rapporte an cas dans lequel l'un des deux 
plans donnés, le plan 1^, seraift psrallële à Tun des deux plans 
de prqecKon., :an plan horiKontail ; rmtersection est alors pa- 
rallèle à la trace horiaentale du plan , parce que les intersec- 
tions <de deoK plans parallèles H et P par un troisième Q sont 
nécessairenent parak^s entre elles , et la connaissance du 
point If permet de traoer i*; V se confond avec VP. 

173. Dans la'figure 4, le plan V est perpendiculaire au plan 
vertical ; tout ce qui est contenu dans ce plan se trouve alors, 
ainsi que nous avons déjà eu plusieurs fois Toccasion de le re- 
marquer, projeté suivant sa trace verticale , et par conséquent 
aussi ^intersection conunune , dont on connaît dès lors la 
projection verScaile V ; la projection hori2ontale se détermine 
comme à rordinaire. 

La fig. 5 ne présente ancune modification à la solution géné- 
rale, encore bien que l'un des deux plans soit parallèle à la 
ligne de terre ; P et P sont toujours les deux projections de 
rîntersection commune. 

174. Nous avons vu déjà que les deux traces d'un plan pou- 
vaient être dans le prolongement Tune de Tautre, comme dans 
la Planche XXXV (fig. 1) ; la détermination de la commune in- 
tersection ne présente non plus aucune difficulté particulière; 
mais îl n'en est plus de même lorsque les deux plans donnés se 
trouvent à la fois dans cette condition (fig. 2) ; la trace horizon- 
tale et la trace verticale de la droite se confondent alors en un 
même point, et les deux projections de Tintersection se super- 
posent en épure sur une même perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

17^. Mais, dans ces cas particuliers, comme dans Je cas gé- 
néral, la soluiixm mn^ple que nous venons d'indiquer n'est .pra- 
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ticable qu'autant que les traces se rencontrent, et si cette cir- 
constance ne se présente pas , il faut avoir recours à des moyens 
particuliers parmi lesquels nous citerons tout d'abord l'emploi 
d*un plan auxiliaire. 

Le lecteur a déjà compris comment l'introduction de ce nou- 
veau plan R pouvait conduire à la connaissance de la commune 
intersection des plans P et Q ; supposons, en effet, que Tinter- 
section de P et R soit connue, nous la désignerons par Â et 
aussi l'intersection, B de Q et de R ; les deux droites A et B con- 
tenues toutes les deux dans un même plan R se rencontreront 
en général en un certain point m qui appartiendra dès lors aux 
trois plans P, Q et R ; l'emploi d'im nouveau plan auxiliaire T 
fournira de la même manière un autre point n de cette inter- 
section, qui se trouvera par conséquent déterminée. 

On peut suivre cette série d'opérations sur la figure 3. HR et 
VR étant choisis de manière que chacune de ces lignes vienne 
respectivement rencontrer les traces du plan donné , et de ma- 
nière aussi qu'elles se rencontrent elles-mêmes en un même 
point r de la ligne de terre, les deux droites HR et VR pour- 
ront être considérées comme les traces d'un plan R dont l'in- 
tersection avec P se déterminera en A* et A" par les moyens 
ordinaires, et dont on obtiendra avec la même facilité l'inter- 
section , (B'^, B^) avec le plan Q. 

Les deux droites A et B se rencontrent en un point »i, dont 
la projection wl' est à la rencontre des deux projections A'* el 
B* ; w" est de même au point de rencontre de A* et B", et une 
vérification se présente en ce que, pour être les projections d'un 
même point m de l'espace, les deux projections m'^ et m" doivent 
se trouver sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. 
HT et VT étant choisis dans des conditions analogues, la même 
série d'opérations conduit successivement à (C\ C**), (D*, D'') 
dont l'intersection se trouve en (n'^, n'). 

m et n, ainsi déterminés, permettent enfin de tracer la droite I 
commune intersection des deux plans primitifs P et Q. 

Cette suite d'opérations simples est longue et compliquée ; et, 
au point de vue pratique, elle présente des difficultés qu'au pre- 
mier aperçu l'on ne voit pas, et que notre figure est destinée à 
mettre en relief ; encore bien que les plans auxiliaires R el T 
soient placés dans des conditions toutes différentes , les points 
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m et n sont très-voisins Tun de l'autre , et par conséquent la 
ligne qui les joint n'est pas déterminée avec une précision suf- 
fisante : le choix des plans auxiliaires est donc assez embarras- 
sant et Fon ne réussit pas toujours à réunir toutes les condi- 
tions auxquelles ce choix doit satisfaire, savoir : 

1 "^ Les traces doivent se couper sous des angles suffisamment 
grands : il est désirable, dans les épures d'exécution, de n'avoir 
jamais à apprécier la position du sommet d'un angle inférieur 
à 45». 

2* Les points d'intersection tels que m* et n* doivent se dé- 
terminer aussi par les rencontres de droites suffisamment incli- 
nées Tune par rapport à l'autre. 

S"" Les points qui fixent la droite I doivent être suffisamment 
éloignés pour que les erreurs, s'il y en a, affectent moins la posi- 
tion de la droite. 

Ces trois conditions rendent le choix des plans auxiliaires 
fort difficile; et, dans la plupart des cas, on ne met point en 
usage ce procédé que nous n'avons présenté ici d'une manière 
générale que comme introduction au procédé général de déter- 
mination de l'intersection des surfaces entre elles : car c'est 
aussi par la considération des surfaces auxiliaires dont on 
cherche l'intersection avec les surfaces données, que l'on par- 
vient, dans la plupart des cas, à déterminer en géométrie des- 
criptive l'intersection de deux surfaces : nous rencontrerons 
de nombreux exemples de ce mode d'opérer*. 



* Nous avons donné, figure 4 et figure 5, la solution du problème qui nous 
occupe, dans deux cas particuliers qui exigent toujours remploi d'un plan 
auxiliaire* 

1^ figure 4 se rapporte à la recherche de llntersection de deux plans qui 
viennent rencontrer l'un el l'autre la ligne de terre au même point. Leurs 
traces sont alors telles que HP, VP, HQ, VQ; et , si Ton vient à couper le sys- 
tème de ces deux plans par un troisième qui soit perpendiculaire à la ligne 
de terre, les traces de ce nouveau plan se composeront d'une seule et même 
ligne droite (HR,VR) perpendiculaire elle-même à LT. a est déjà un point de 
rinterseclion commune : le plan auxiliaire R nous en fournit un second &, dont 
les projecUons seront nécessairement placées sur la ligne unique, en laquelle 
se confondent les deux traces du plan R. Pour connaître ce point &, il suffit 
de faire tourner le plan R et tout ce qui est contenu dans ce plan autour de 
sa trace verticale VB, de manière à le rabattre sur le plan vertical de projec- 
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170. Eaeequic(mcenierintei^cti0mde.(lett&ptaii9»l!Oi^ 
les doimées sont telles que tes pcântft de*reitc»iïtare dba tarafics 
sont hers des limites du dessin, Fem^oi de {dans anaiiioiresf |la^ 
raHàles aux i^aos de projeetiiHi peut ôtve d'usé giande. utiliié, 
parce que ce moy^d , sans cfaaBger lès. âii»cliow. des ligiies ,. 
permet d*en considérer de mouirelles qui se iraKanÉmKt k des 
diâtancaes moindres. C'est ce que désici&tre:]a.MEBu:be:X}^iyi^ 
fig:. 1, dans laquelle on a cherché la fH^jectiou horixonlale 
seulement de l'intersection des plans P et Q donnés par leurs 
traces. Employons , comme ptaoi auixiliafrg, tm premier plan 
horizontal R donné par sa trace unique VR^ cejdaa, éhoit pa- 
rallèle au plan horizontal de projectîen,. coiqwiiat Itr pismi F sib^ 
vaat une parallèle Â^ à la trace hovisonlalB IfiP; fuè aora pout* 
prqeetioB horizontale la paraMële Af* k Wt, le point a^ de, (seÊe 
droite étant donné en mettant en projection horizoakde sur te 
ligne de terre la trace a* donnée sur le* point de rencontre- d)es 
deux traces YP et YR. La projeetion B^ de la droite K intersec- 
tion de Q et de R s'obtiendra de la mAme feçon, et mf sera 
comme jH^écédemment un des poiivts de la projection; f** eker* 
chée ; wi trouvera n^ par le même moyen , e» eonsidérant ira 
nouveau planaujLÎliaireT et k^projediewl^ii» sera antre* chose 
que la droite qui joint wJ* et n\ 



tion. L'interseclion des deux plans & ei F dan» leiM p^ntim» primiliw» (féal 
la droite A qui joint le point p contenu dans le plan horizontal de projection 
au point q contenu dans le plan vertical. Dans le mouvement de. r^fati^n 
dont nous venons de parler, le point q n'a pas changé de position, et le point 
p esl venu se placer en.p' suc la li^e da terre^ de aorte que A' esi ia nenvelle 
position de la droite A. Ontrou^^era, de la même maiiièrev.la.penimi apoos le 
rabattement de la droite B, commune intersection des deux plans ^eft E; 
A' et B' se rencontrent en V qpii, ramené en 8ft\iéritablfrpoiitioay aneSipaur 
projections b« et 5\ 

Les projections de la droite soat dès len 1* et I* qi|i se timuire&L détenDtaes 
ainsi au moyen de constructions tcès-siaq^lesw 

Dans le cas de la figure &, qui se rapporte à riflJMrsecttoa de daux plana 
parallèles à la ligne de terre» oa a égalemeni eiBpleifé un. plaas auwlivre.R 
perpendiculaire à celte ligne; oa détermàne, de la méme.mmiàrt' qiM dans 
reaemple qui précède, les deux pEojeclioii6^&A et &« du peiui b* de UiaAenaD-* 
tion qui se trouve dans le plan â, et cee seules pnoieoiioiM saflÉent^ papce 
que L'on sait à Tavance que les projaclions de.L'interseeliiiB I qui asak paral- 
lèles à LX doivent paiser Keflpectifeneat par eea éms poittii li^ti ton 
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De ee que tes pism auinKaîres, dsMh sohitioBqvi précède, 
0St été choisis dHuie ceFtaine façon ^ les amstraetioBs ont élé 
considérablement simplifiées ; mais ce choix précisément n'a 
conduit à dbtaûr que b.pr«îectMi horiMiitale ck rinterscc- 
tion ; pom ajoist la. piroyection Tcrticale, il sirffiratt ée mettre 
n^ en f rejeeiîoD verticale en m* sur A*, n" es prqtctiMi "^er^ 
ode s«r Sp en ^r ; I* serak droite qui jcHnt m* à »V 



177. Cetk. sohiliofii est saw ecmtredU la plus single et la plus 
sitaie lorsque k&dciateacesHP et HO/qHoifue ne se reBemÉnnA 
paa. dans ks. limites dn desaîn^ aottt nfn— iniiii asan iKcfiaées 
Tune par rapport à l'autre pour qu'il ne j^uiâse y avoir dfinree^ 
titude sur la poaitMii de» poiskte n et n. La note ci-jcînte'^ pré- 
sente d'ailteu]rs> la cofisiruÊtîoii qu'il convient d'enfkjer lor»* 
que les trace» de l'un des deux systèmes ^ vertical €Ni horiza»- 
t^, se rencontresaLsuir Tépure même ; mais lorsque k». traces 
damiées, étant suffisamment prolongées^ ne pourraient se ren* 
cimtrer que sous ua angk fort aigu„ il est préférabk c^a^ir 
recours à dea j^ansi auiiliaûres passant par b ligne de knre, 
et plus ou moins inclinés sur les deux, pbois de projactîoB ; 
c'est ainsi qu'on a opéré dans la %. 3. 

Prenons pom: plan auxiliaire k plan T qni passe par k ligne 
de târre LT : cette ligne sera à k fois k trace horisontak et k 
trace vertkale du plan T,. qui ne sera réellement détc9?miaié: 
de position que si Ton cennak par ses projections mA et jn*„ua 
point m qu'il renferme. Ce plan auxiliaire coupera respective- 



* On sait qoe les interseetwes- de éemt plant paraiièieff par un troisiènt mdI 
paraUèia eatieelles ,cS « r«s cmuMBaU à ki fiMi ua poM de rutcimcttia 
des d«ux plaoft donnéi el sa diAcdiâo^Ie preblème serait résolu. Ua poialiKaa 
Ta immédiatemeat dans le cas de la figure 2 eu (a*, a*) donné par rinlersection 
des deux Iraces verticales VP et VQ ; la direction^ on peut la Irourer par la con- 
sidératioa d'un nouyean plan parallèle au pfan P par exemple , que l'bn y<rif 
représenté en V; il ft'agil sevteaicfil d» dkomt U nvureau point pi, in ln^ael 
les noMielteftlsaces viennent eeupcr la ligne de lierre» asiez BappmKJIé du 
point Q pour que les deux traces UQ eUIP' se eoupeni dans las limiUSi du 
dessin ; l'intersection V des deux plans Q et F étant connue par ses prc^ections 
à la manière ordinaire, il suffira, par les moyens pratiques que tout le monde 
connaît, â l^ide de là règle et de l'éipierre , de mener respeetivenoit à ees 
pftiettfeas levpaaHèies l^eil" peur 91e llalevwKliMi cbCKfiée I seit 
plétenitBt délonninèr. 
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ment les deux plans donnés suivant deux droites Â et B, 
passant respectivement par les points p et g de la ligne de 
terre. 

Il est d'ailleurs facile de déterminer un autre point de chacune 
de ces droites , par la considération d'un nouveau plan R, pa* 
rallèle au plan vertical et passant par le point m; ce plan R 
coupe évidemment le plan T suivant une droite M parallèle à la 
ligne de terre, et dont les projections sont, par conséquent, 
M* et M*; et il coupe les plans primitifs P et Q, suivant des ver- 
ticales de ces plans, qui se projettent horizontalement sur HR, 
et verticalement suivant les parallèles N* et 0" aux traces ver- 
ticales des plans primitifs. 

Nous connaissons donc à la fois les trois droites M, N, 0, qui 
sont respectivement les intersections par un même plan R des 
trois plans P, 0, T ; M et N se rencontrent au point o, M et 
en un point b, et ces deux points a et ô appartiennent respec- 
tivement à l'intersection des plans P et Q avec le plan T. Leurs 
projections horizontales se rencontrent en un point »*, projec- 
tion horizontale d'un point i de l'espace situé à la fois dans le 
plan P et dans le plan Q. 

Les mêmes constructions conduiraient par la considération 
d'un nouveau plan T' passant, comme le premier, par la ligne 
de terre, à la connaissance de la projection horizontale «'* d'un 
nouveau point»' de cette même intersection, dont la projection I* 
devra passer par les deux points «* et t'*. 

La solution à laquelle nous venons d*être conduit a exigé 
l'intervention de quatre plans auxiliaires, savoir : T et T', R 
et R', et elle ne saurait , par conséquent , être recommandée 
que quand les autres moyens que nous avons précédemment 
passés en revue, ne peuvent conduire d'une manière suffi- 
samment précise à un résultat satisfaisant; aussi est-il néces- 
saire d'en borner l'emploi au seul cas dans lequel les quatre 
traces HP, HQ, VP, VQ, étant à la fois presque perpendiculaires 
à la ligne de terre, on ne peut compter sur Texactitude des 
points d'intersection des droites, très-peu inclinées les unes par 
rapport aux autres. 

En opérant comme nous l'avons fait , dans la figure 3 , le 
point m peut être choisi très-près du plan horizontal, et aussi 
loin du plan vertical que les dimensions du dessin le per- 
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mettent ; le plan T qui contient ce point m , est alors très-peu 
incliné sur le plan horizontal, et par conséquent Â* et B^ s'écar- 
teront aussi peu que Ton voudra de la ligne de terre, de manière 
à se couper sous tel angle que Ton croira plus favorable, et à 
aussi peu de distance que Ton voudra de la ligne LT. 

n est bon, toutefois, de remarquer que cette construction ne 
conduit qu'à une seule des deux projections, et que si, dans 
répure de la figure 3, par exemple, on voulait avoir la projection 
verticale P, il faudrait avoir recours à deux plans U et U' peu 
inclinés sur le plan vertical , en choisissant alors un nouveau 
point m très-près de ce plan, et autant éloigné que possible du 
plan horizontal. 

178. On fera bien d'utiliser les constructions qui précèdent, 
en choisissant, pour chaque cas particulier, celles qui seront à 
la fois les plus simples et les plus sûres , lorsqu'il s'agira de trou- 
ver isolément l'intersection de deux plans donnés : ni la mé- 
thode des changements de plan , ni surtout celle des mouve- 
ments de rotation ne sauraient ordinairement fournir des 
moyens plus courts; mais il en pourrait être tout autrement 
s'il s'agissait de trouver les intersections de deux séries de 
plans respectivement parallèles : c'est pourquoi nous indique- 
rons encore ces solutions qui d'ailleurs ont l'avantage de pou* 
voir s'appliquer à tous les cas, et qui nous offriront ainsi des 
preuves nouvelles de la fécondité de ces deux méthodes. 

La Planche XXXVII est consacrée à ces constructions : nous 
commencerons avec la figure 1 par la méthode des changements 
de plan, et nous ne ferons en cela que reproduire des consi- 
dérations présentées déjà lorsqu'il s'est agi de l'angle de deux 
plans. 

Si le plan P, par exemple , était confondu avec le plan de 
projection, la trace du plan Q serait l'intersection cherchée 
elle-même : il suffira donc , pour résoudre le problème donné 
dans les conditions générales, de changer de plan de pro- 
jection, de manière que l'un des nouveaux plans soit le 
plan P lui-même : pour cela deux changements de plan sont 
nécessaires; on remplacera d'abord le plan de projection V par 
un nouveau plan V perpendiculaire à P, au moyen d'une ligne 
de ferre L'T' perpendiculaire à HP; on cherchera la trace VT 

10 
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du plan P sur ce nouveau plan de projection Y' et on prendra 
cette trace pour jiouirette ligne de terre L'T'^ : le plan W qoe 
Ton substituera au i^n primitif H sera sdors le plan 9 lui- 
même, et il suffira de déteminer fat trace WQ du plan Q msr oe 
plan , pour avoir, par cette fliéne trace, la projectîcm, sur le 
|dan H'', de Tintersection cberchée* 

Ces opérations nous sont assez familières pour que nous re^ 
.gardions F' comme connu, et il suffit maintenant de retrouver 
les projections primitives i* et i* de cette ni^ne intersectian. 
Considérons pmnr cela un point m sur finterseetton I ; «e point m 
aura ;pour projection m^ sur P, et ne' sur L'T^ ^i se oenfcnd 
avec Y" ; m''' donnera m^ en abaissant la perpendicuiaire nf^m^ 
sur la ligne de terre L'T', et en prenant a'w* = m^'m*"; puis 
on aura m" en mettant m^ en proiection ^erficale par rapport 
à la ligne de terre primitive LT et en prenant ««»'' = «^n^. 

La même série d'opératiœis pourrait se flaire pour un autre 
point quelconque r^' de P, mais plus simplement pour le 
point fi^' qui est à la fois n*'' et 4pii donne imioédiatement n^ 
etn\ 

L'interoection cfaercliée des plans P et û est donnée par ses 
projections P et i" sur les fdans primitife de projection, et nous 
n'avons eu à effectua, pour arriver à ce^ résultat, aucune autre 
opération que celles que nous avons mises en œuvre d^à dans 
plusieurs circonstances. 



179. La figure 2 ne présente noti pliss qu'une application des 
procédés ordinaires de ]a méthode des mouvements de rotation 
à la recberdie de Tintersection de deux plans; nous avons con- 
servé les mêmes données pour faire voir chirement que nous 
étions toujours , par l'une et par l'autre méthode , conduite atu 
même résultat. Les axes choisis pour effectuer les mouv^nents 
de rotation sont d'abord un axe Z, contenu dans le plan vertical, 
et ensuite fat trace même HP' de celui des deux plans ipK Ton 
amène à se superposer sur le plan h<»izmitai de {Ht^edion. 
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CHAPITRE II. 

INTERSECTIONS DES DROITES ET DES PLANS. 

I. INTEBSECnON D'CN PLAN ET D'dNE DROiTB. 

tSO. Le problème de la détermination du point de rencontre 
d'une droite et d'un plan est, en quelque sorte,implicitenient ré- 
sidu par les moyens que nous venons d'indiquer pour trouver 
Fistcâ'section de deux plans* Si , en effet , nous faisons passer 
im pian quelconque par la droite donnée A , ce plan coupera le 
plan donné suivant une droite I dont l'intersection avec la pre* 
mière sera le point cherché ; car ce point se trouvera à la fois 
dans le plan et sur la droite, et ces deux éléments géométri- 
ques ne sauraient avoir d'autre point commun. 

Cette construction se trouve réalisée dans la figure 1 , Plan- 
che XXXVnf . HP et VP sont les deux traces du plan donné; 
A* et A* sont les deux projections de la droite; les. traces de 
cette droite sont « et ft* ; par un point r pris arbitrairement 
sur LT, Je conduis deux droites passant respectivement par 
les points « et &•; je puis considérer ces deux droites que j'ap- 
pelle HR et VR, comme les deux traces d'un plan R qui con- 
tient la droite A, et dont l'intersection avec le plan P se déter- 
minera par les moyens précédennnent indiqués; P et P sont 
les deux projections de cette intersection ; P rencontre A* en 
«n point m* qui, par le fait seul que ces deux droites sont si- 
tuées dans le même plan R , est en effet la projection horizon- 
tale du point de rencontre dierdié ; m* par la même raison en 
«st la projection verticale ; et une vérification de l'exactitude des 
constructions se présente en ce que les deux points m* et nS' 
doivent se trouver sur une même perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

184 . C'est en cette vérification que consiste Favantage de Fem- 
pioi d'un plan auxiliaire R assujetti à la seule condition de con- 
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tenir la droite donnée ; mais, en prenant , pour plan auxiliaire, 
Tun des plans projetants de la droite, on arrive à simplifier d'une 
manière remarquable les constructions, ainsi qu'on peut le re- 
connaître sur la figure 2 construite avec les mêmes données. 

A* et A" étant toujours les projections de la droite A, nous sa- 
vons que le plan qui la projette sur le plan horizontal a pour tra- 
ces la projection A* elle-même et la perpendiculaire VR à la ligne 
de terre ; l'intersection des deux plans est la droite I dont la pro- 
jection horizontale I* se confond aussi avec A*, et le point m se 
trouve déterminé par le seul point m* de renc^tre entre A* 
et P; on obtient son autre projection m^ en mettant m* en pro- 
jection horizontale sur l'^; les constructions sont ainsi plus 
simples , mais les deux projections du point m ne sont plus 
individuellement déterminées, et la vérification que cette con- 
naissance individuelle nous offrait, n'est plus ici qu'un moyen 
de construction. 

182. La figure 3 n'est que la reproduction de la solution réa- 
lisée dans la figure 1 en choisissant le point r à l'infini; alors 
les deux traces du plan auxiliaire, passant toujours respective- 
ment par les deux traces a et b^ de la droite, sont paraJlèles à 
là ligne de terre, ce qui exprime que le plan auxiliaire lui- 
même est assujetti à cette condition de parallélisme. D sera 
quelquefois commode d'avoir recours à un pareil choix quand 
les traces données feront des angles presque droits avec la 
ligne de terre. 

185. En traitant de la méthode générale des changements de 
plan et de celle des mouvements de rotation, nous avons implici- 
tement résolu le problème qui nous occupe par chacune de ces 
méthodes ; cette solution ne saurait donc présenter pour nous 
aucun intérêt nouveau, mais ne fût-ce que pour isoler sur une 
même figure les seules constructions qu'elle exige, et pour per- 
mettre au lecteur d'y recourir au besoin , nous avons encore 
consacré à ces constructions les deux figures de la Plan- 
che XXXIX, qui n'exigent chacune qu'un petit nombre de 
lignes. 

Par l'une et l'autre méthode, on cherche à remplacer les 
données générales par une disposition particulière de ces don- 
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nées, telle que le point d'intersection, dans cette nouvelle dis- 
positiou , soit écrit sur l'épure même ; il est facile de recon* 
naître qu'il suffit pour cela d'un seul changement de plan ou 
d'un seul mouvement de rotation ; car si le plan donné était 
perpendiculaire à l'un des plans de projection, on sait que tout 
ce qui y est contenu se projetterait suivant sa trace sur ce plan, 
et le point d'intersection cherché ne serait autre chose que celui 
dont la projection est à la rencontre de la projection de la droite 
et de laprojeetion du plan ; il n'est ici nullement nécessaire d'a- 
voir recours à des plans auxiliaires. 

HP et VP, figure 1, sont les deux traces du plan ; A*, A", les 
deux projections de la droite ; pour remplacer l'un des plans 
de projection , le plan vertical , par exemple , par un nouveau 
plan perpendiculaire au plan donné , il suffit de choisir sur le 
plan horizontal une nouvelle ligne de terre LT' perpendicu- 
laire à HP. La considération d'une horizontale du plan P' fait 
trouver immédiatement Y'P, et A"' se détermine comme nous 
avons appris à le faire à l'aide de deux points de la droite A. 
»i*' est le point de rencontre de A"' et de VP; c'est, sur le plan V, 
la projection du point de rencontre m dont on trouve l'autre 
projection en mettant m*' en projection horizontale sur A^, 
en m*, qu'il suffit ensuite de mettre en projection verticale 
sur A*. 

184. La figure 2 est consacrée aux mêmes données ; et, pour 
amener le plan P à devenir perpendiculaire au plan vertical , il 
faut le faire tourner autour de l'axe vertical Z" , qui se projette 
horizontalement sur le point Z" ; nous avons, pour plus de sim- 
plicité, choisi pour cet axe une vertic^e passant par l'un des 
points de la droite A. La figure indique comment il faut faire 
tourner la trace horizontale donnée HP de manière à la rendre 
perpendiculaire à la ligne de terre, et comment, par la consi- 
dération d'une horizontale de ce plan , on détermine le point 
en lequel il est percé par Taxe, et par suite la nouvelle trace 
verticale VF qui est aussi le lieu des projections de tous les 
points de ce plan. Faisant ensuite tourner la droite A de la 
même quantité angulaire a, on trouve ses deux nouvelles pro- 
jections A'* et A'*, cette dernière rencontrant la projection du 
plan en i«'* qui, mis en projection horizontale sur A'*, donne w'* 
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pour l'autre projection du point de rencontre charclié upcè& la 
rotation. Un simple mouYement de rotation en sens contraire 
et du même angle a, fixe les réefles portions des j^rojections 
du prâit m ; et» comme Térification, ces projections doiyent se 
trouver sur les projections primitÎTes de la droite A. 

Ces deux dernières solutions , quoique moins simples que 
cdles que nous avions données en premier lien lorsqu'il s'agit 
de déterminer isolém^it le point de rencontre d'un point 
donné avec un plan donnée deviennent au œntraire d'une uti- 
lité pratique incontestable, lorsqu'il faut trouver les intersec- 
tions par un même plan, d'une série dé droites parallèles^ ou 
d'une série de droites émanant d'un même pcûnt^ parce que 
l'on peut effectuer à la fois la même opération sur tontes les 
données de la question ; une seule application suffira pour faire 
comprendre cet avantage. 



II. INTERSICnON DB TROIS DROITES PARALLELES FAR UN PLAN. 

189. Soient A, B, C, planche XL, trois droites parall^es, dont 
les traces horizontales respectives sont en a, 6, e, proposons* 
nous de déterminer les points d'intersection de ces trois droites 
avec un plan unique P, connu par ses traces HP et VP. 

Pour appliquer la solution par la méthode des changements 
de {rian^ nous prendrons une nouvdle ligne de terre LT, per- 
pendiculaire à HP, et nous déterminerons la nouvelle trace VP 
du (rfan P qui est alors perpendiculaire au nouveau plan Y' de 
projection, qui a remplacé le plan primitif V. 

Les projections des trois droites données étaient parallèles 
sur le planY^dles le seront encore sur le plan V et il suffira de 
détarminar la direction commune pour l'une d'elles ; les traces 
horizontales avaient pour {urojections verticales respectives , 
«r", 6*, <f sur la ligne de terre LT ; les nouvelles projectkH^ ver- 
ticales (f\ If" y (^ s'obtiendront en abaiieœant^ des mêmes pœnts, 
des perpendiculaires sur la nouvelle ligne de ferre LT'. 

Pour connaître h^'y par exemple, il suffira de déterminer un 
nouveau point de cette droite, à l'aide de la projection h(m- 
2ontale d'un autre de ses points /de sa trace verticale par 
exemple. Les autres profectioiis B*', C*', devant être pan^ks 
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à Â**' se trowrent par cdft m/bae déterminées en menant 
ees pwallâcs à Uéqaerre pur ks peints ^, e*', etc., etc. 

Â»" reacoiitrerP en «T, B-' et Cr' en n" ci tf^, et U suffit de 
mettre ce» paîats »^\ «^^ <^, en projection liorizontale snr A^, 
B^y C^y ponr a¥Otr immédiatanoit en n^, n^, o^ les projections 
cherchées des points de rencontre respectif des trois droites 
doonées aTec te plan P ;^ ces points s^ ont complétenient déter* 
minés en les mettant respectivement en projection verticale, 
est m% nr, cf sur A», B% C*. 

L'examen mi peu attentif des deux figures de la Plandie 
XXXIX justifiera stdfisamment la préférence que nous avons 
donnée, dans cette solution, à la méthode des changements de 
{dan qui est de beaucoup la plus sùnpie dans ce cas ; nous en 
ferons un ccmstant usage. 

186. RsuÂBOUE. Les trms droites parallèles A, B, C, peuvent 
être conâdârées comme les trcMS arêtes d'un prisme triangulaire, 
dont abe est ta base ; le triangle «^ «^ o^ est alors la projec- 
tion horizontale de la section faite dans ce prisme par le 
plan P. 

Si nous considérons, pour un instant, te plan de la face qui 
passe par le côté ab de la base, cette^roite ab elle-même sera 
la trace de ce plan sur te plan Wizontal, et te point p^ en lequel 
se rencontrent les deux traces, sera nécessairement nn des 
points de la projection de Fintersectkm qui n'est antre chose 
que la droite m^#; donc m^ nl^ passe nécessairement par le 
point py et c'est lit une rérificaticm que nous aurons ultérieure- 
ment ài invofuer dans bien des cireonstaniees. 

iB7. La solution du problème qui {Hrécède nous conduit na- 
tureltemeni à porter notre attention sur le comiriément même 
de ce problème. S» Ton avait dans tes arts à construire matériel- 
temeni te prisme qnenous vencms de considérer, terminé d'une 
part par la base h^iiontale abe, et de Tautre par la section mm 
laite dans ce prisme par te plan P^ il senût très-intéressant de 
connidtre en vraie grandeur cette section , qeà pourra nous 
être irnHBeiemmeat foumte par k m^hode des changements 
de plan on cdte des mouvemait de rotaticm. 

La section mM est tout aitière contenue d^is le ptoi P et se 
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projette sur le plan Y' suivant la trace VT, que Ton peut consi- 
dérer comme la projection de tout ce qui est contenu dans ce 
plan. La ligne de terre est W et le plan P est perpendiculaire 
au plan \' ; il peut par conséquent être pris lui-même pour 
nouveau plan de projection simultanément avec le plan Y' ; 
YT sera alors la nouvelle ligne de terre UT"; on élèvera, par les 
points I»*', «"', 0*', les perpendiculaires m*'m^\ rC^'n^'y d^'o^, à cette 
seconde ligne de terre; on prendra sur ces lignes des longueurs 
respectivement égales à (xw*, vn*, oo*^, et le triangle m*" n*" o^' 
sera la section cherchée en vraie grandeur. 

Si Ton désire au contraire arriver à cette détermination par 
la méthode des mouvements de rotation, on fera tourner le 
plan P et tout ce qu'il contient autour d'un axe perpendiculaire 
au plan Y\ autour de la trace HP par exemple, jusqu'à ce qu'il 
vienne se rabattre sur le plan horizontal. Dans ce mouvement , 
chacun des points w, n, o, décrira une circonférence qui se 
projettera horizontalement, suivant les droites w*w'*, nV*, oV*, 
et verticalement suivant les circonférences m^'m'*', »*'»'•', o'''o"'\ 
et les points w'*, n'*, o'* s'obtiendront en mettant les trois points 
m'", n'"' o'*', en projection horizontale; la section cherchée sera 
en vraie grandeur m'* n'^ o'*. 

• 
188. Remarque. Que Ton emploie Tune ou l'autre méthode 

pour trouver la section en vraie grandeur, il se présente une 

vérification analogue à celle que nous avons indiquée (186). 

Si Ton a opéré par la méthode des changements de plan, le 
point p que nous avons déjà eu à considérer, et qui appartient à 
la fois au plan horizontal et au plan coupant P, ayant pour pro- 
jection verticale p"', on obtiendra sa nouvelle position p^' en 
élevant par p*' une perpendiculaire à UT' et en prenant 
pv'j^f^^ppvt.^ et comme les trois points p, m*^, »*, sont, ainsi que 
nous l'avons vu déjà, en ligne droite, il en sera de même des 
trois points p/*'^ m*", n'''', car la ligne qui joint ces points n'est 
autre chose qu'une nouvelle position de la ligne droite pmn. 

La même observation s'applique aussi facilement à la solution 
par le mouvement de rotation autour de Taxe horizontal HP; le 
point p placé sur cet axe ne se déplace pas dans ce mouvement, 
et les trois points p', m\ n\ sont nécessairement en ligne droite, 
en telle sorte que les trois droites ad, w* nf", m' n\ se coupent 
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en un même point p de la trace horizontale du plan cou- 
pant*. 

189. Ces observations sont applicables, quelle que soit la dis- 
tance des points a et 6, et par conséquent aussi lorsque ces points 
sont infiniment voisins, en telle sorte que si ces points appartien- 
nent à une courbe quelconque C , elles seraient encore vraies par 
rapport à la tangente à cette courbe, qui n'est que l'élément 
linéaire prolongé; nous reviendrons sur cette considération 
importante, lorsque nous aurons à nous occuper des tangentes 
aux sections cylindriques et coniques. 

ni. INTERSECTION DE TROIS DROITES, CONCOURANT BN UN MiMB POINT. 

190. Ce problème, qui offre avec le précédent la plus grande 
analogie, doit être considéré comme le point de départ de tous 
ceux qui sont relatifs aux sections coniques : la pyramide est 
au cône ce que le prisme est au cylindre : remplacez dans un 
prisme ou dans une pyramide la base polygonale par une 
courbe , c'est-à-dire par un polygone d'un nombre infini de 
côtés infiniment petits, et vous reproduirez, par cette seule 
modification , toutes les variétés des cylindres et des cônes. 

C'est encore par la méthode des changements de plan que 
nous chercherons à déterminer la section faite dans une pyra- 
mide triangulaire par un plan quelconque P ; le sommet de la 
pyramide, c'est le point de concours s des trois droites don- 
nées A, B, C, dont les traces horizontales sont a, 6, e (PI. XLI). 
Les trois arêtes seront alors représentées en projection horizon- 
tale par s*a, s^b, «V, et, en projection verticale, par 5*a*, «"ô", 
sV ; quelle est la section faite dans cette pyramide par le plan P, 
représenté par ses traces HP et VP? 



* Conformément aux règles générales que nous avons données pour la 
notation, nous avons exprimé sur Tépure que les points p*^ mf^ nh", o^, sont 
dans le plan de projection H", en soulignant par un double trait leurs sym- 
boles, et nous avons également exprimé que les points m', n', o', sont dans 
le plan primitif de projection H , et n'accompagnant ces lettres d'aucun 
exposant. 
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Â Taide d'une nouveile ligne de terre LT perpeBdkukîre à 
HP, nous définissons, comme précédemment, un nouveau plan 
de projection V, perpendiculaire à P, et sur lequel le plan P 
est représenÉè par une droite V'P, que omis saTons constreire, 
et qui est à la fois sa traee et sa projectiofi. (f\ \f\ e' senties 
profections sur le flan de prcfîection M\ des trois points a; K 
c; celle du point s se détermine CKtlaoent en ^; les trois 
dmmées sont représentées sur ce ptan Y' par leurs trois ptofer- 
lions A"^, ^\ C*', qui rencontrent celle dn plan P es m*', te'^ 
^y et ce sont ces trois points qu'il faot mettre en projertîm 
horizontale sur Â'^, B'^, C*, pour obtenir les prcjections horizon- 
taies des trois sommets de la section cherchée , qui se trouve 
ainsi projetée en »i*, »*, &\ ces mêmes points mis en projec- 
tion verticale sur A", B^, (?, donnent respectivement nC^ »•, o*, 
qui complètent la détermination de la section par la connais- 
sance de sa projection verticale. 

Pour obtenir la section en vraie grandeur, les opérations 
sont absolument les mêmes que celles de la Planche LX ; les 
mêmes raisonnements sont également applicables, les mêmes 
vérifications subsistent, et il serait tout à fait superflu de pré- 
senter à nouveau sur les mêmes lettres les mêmes considé- 
rations : le lecteur voudra bien y suppléer, en se reportant à la 
solution du problème précédent. 

toi. Observation. Les opérations que nous venons d*^efFec- 
tuer, d*abord pour trois droites parallèles , ensuite pour trois 
droites concourant à un même point, seraient absolument les 
mêmes si Ton avait à opérer sur un plus grand nombre de 
droites, par exemple sur les génératrices d'un cylindre ou d'un 
cône , en si grande quantité que l'on voudra. 
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CHAPITRE m. 

UfTERSECTIOlVS DES SURFACES COURBES PAR DES PLAINS. 

192. Nous ayons tu déjà comment quelques surfaces fort usi- 
tées dans les arts peuvent être représentées en géométrie descrip- 
tive ; nous aurons à revenir sur ces considérations, au fur et h 
mesure que nous énumérerons les différents ordres de surfaces, 
mais nous ne saurions tout d*abord trop insister sur ce point, 
que leur représentation exige impérieusement que Ton con- 
naisse le mode géométrique de leur génération. Il ne saurait 
être ici question de surfaces îrrégulières , telles par exemple . 
que la surface d'un sol plus ou moins accidenté, dont les 
moyens graphiques ne peuvent donner une image exacte que 
par approximation , mais seulement de ces surfaces que Ion 
peut en quelque sorte appeler géométriques, et particulière- 
ment de celles qui sont le plus généralement employées , ou 
même des différents assemblages que l'on peut concevoir de 
ces différentes surfaces. 

Nous nous bornerons même, dans ce traité élémentaire, aux 
surfaces cylindriques, aux surfaces coniques et aux surfaces de 
révolution, engendrées, non pas à l'aide de directrices quel- 
conques, mais à l'aide d'éléments que nous choisirons toujours 
parmi les courbes du second degré. 

I. INTERSECTION D'UN CYLINDRE PAR ON PLAN. 

195. On est dans Thabîtode» dans les traités élémentaires de 
géométrie descriptive, de ne donner la solution du problème qui 
nous occupe que dans quelques cas particuliers auxquels cepen- 
dant les moyens que nous avons empruntés aux méthodes gé- 
nérales des changements de plan et des mouvànents de rota- 
tion , nous permettront de ramener tes données les plus 
générales. 

Nous commencerons par aborder le cas le plus simple, celui 
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d'un cylindre droit à base circulaire, dont Taxe est verticale- 
ment placé, et nous le couperons par un plan perpendiculaire 
au plan vertical. 

Un tel cylindre est représenté horizontalement par sa trace, 
qui sera dans notre Planche XLIII la circonférence C* qui se 
projette verticalement en C'' sur la ligne de terre , et verticale- 
ment par Tensemble de ses génératrices verticales dont les deux 
extrêmes sont représentées sur le dessin en G* et G'". Le plan 
donné sera le plan P déterminé par ses deux traces HP et VP. 

Aucune opération ne serait à effectuer s'il s'agissait simple- 
ment de déterminer les projections de la section faite dans le 
cylindre par le plan , car d'une part tout ce qui est contenu 
dans le plan P perpendiculaire au plan vertical de projection, 
se projette verticalement suivant sa trace VP, et de l'autre, tout 
ce qui est contenu sur la surface cylindrique se trouvant pro- 
jeté sur le plan horizontal par les génératrices verticales elles- 
mêmes, la section cherchée ne saurait avoir d'autre projection 
horizontale que la circonférence G*. Soit S cette section , nous 
exprimerons cette double circonstance en écrivant S* sur G* et 
S" sur VP. 

Quant à la détermination de la courbe S en vraie grandeur, 
qu*il peut être très-important de savoir faire, nous pouvons in- 
différemment y arriver, soit par la méthode des changements de 
plan , soit par la méthode des mouvements de rotation , dans 
des conditions absolument semblables à celles que nous avons 
rencontrées dans Tépure de la Planche XLI, que l'on fera bien 
de ne pas perdre de vue et de comparer avec celle qui nous 
occupe. 

Par la méthode des changements de plan, il faut prendre, 
pour nouveau plan de projection, le plan sécant lui-même , ce 
qui peut immédiatement être fait puisque ce plan est perpen- 
diculaire au plan vertical de projection avec lequel il peut être 
employé simultanément. La nouvelle ligne de terre L'T' seKa la 
trace VP elle-même ; mais pour ne pas sortir du cadre du des- 
sin nous conviendrons , comme il est souvent utile de le faire, 
d'affecter la partie supérieure du dessin à la partie antérieure 
du plan horizontal, ce qui nous oblige à écrire renversées les 
lettres L' et T' sur Fépure. Considérons en particulier le point m 
de la section , qui se trouve projeté en m* et m* ; pour avoir sa 
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nouvelle projection w*', il suffira, comme nous Tavons déjà fait 
tant de fois, d'élever par w' une perpendiculaire à la ligne de 
terre L'T', et de prendre au-dessus de celte ligne, m" jn*'=pm*. 
En opérant ainsi pour un très-grand nombre de points tels 
que tw, on se procurera autant de points que Ton voudra de la 
section en vraie grandeur, et il suffira de joindre , par un trait 
continu, ces points pour obtenir, avec autant d'exactitude qu'on 
l'aura désiré, la courbe S^'. 

194. Dans notre figure, la série d'opérations que nous venons 
de parcourir a été effectuée pour huit points seulement et sans 
nous préoccuper de la question de savoir s'il ne serait possible 
d'obtenir directement la grandeur des axes de cette section que 
nous savons à priori être une ellipse , nous dirons seulement 
comment on pourra construire la tangente en un point quel- 
conque de la courbe S'*', qui aurait été déterminé comme nous 
l'avons indiqué. Soit n'^'qui correspond à n*, le point en lequel 
nous voulons obtenir la tangente ; c'est le lieu de se rappeler 
ce que nous avons dit (188) de la droite p*" m*" n^' par rap- 
port à la droite pmn ; p^ étant la tangente en n à C, c'est- 
à-dire la droite qui passe par les deux points successifs de 
la circonférence C* en n**, n^'p/*' sera la ligne qui joindra les 
deux points successifs de la section S*' au point n^\ c'est-à-dire 
la tangente en ce point. Il suffira donc d'élever enp" la perpen- 
diculaire |>V' à L'T' ; de prendre sur cette perpendiculaire une 
longueur p^'p* =p^p''^ puis de joindre p*' à n*' qui correspond 
à n^ pour obtenir la tangente cherchée. 

195. Si l'on veut obtenir la section en vraie grandeur par la 
méthode des mouvements de rotation, il suffit d'effectuer cette 
rotation autour de HP, comme axe, de manière à rabattre le 
plan P et la courbe S qu'il contient sur le plan horizontal. Le 
poiçt n de cette courbe qui a pour projection n* et «" décrira 
une circonférence qui se projettera verticalement en D*' et ho- 
rizontalement suivant la parallèle D'' à la ligne de terre ; et les 
nouvelles projections n'" et n'^ se trouveront ainsi déterminées, 
de telle manière que Ton pourra obtenir la courbe S' qui, 
si les opérations ont été bien effectuées, doit être identique 
avec la courbe S*'. Quant à la tangente au point n, la comparai- 
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son avec répure de la Planche XL nous apprend que le point |»^ 
n'a pas Tarie de position, et qu'il suffît pour obtenir la tangente 
de joindre p^ à n'*. 

196. La solution que nous venons de présenter pour le cas 
particulier dans lequel nous nous sommes placés, est tout à fait 
suffîsante pour déterminer la section du cylindre par un plan 
dans le cas le plus général ; nous supposerons seulement que le 
cylindre est donné par sa trace sur le plan horizontal et la direc- 
tion de ses génératrices ; si au lieu de connaître sa trace hori- 
zontale, les données de la question comprenaient une directrice 
quelconque , nous savons déterminer avec facilité cette trace 
horizontale, puisqu'elle est le lieu des traces horizontales des 
diverses génératrices droites de la surface cylindriquer. 

Soit donc C cette trace que nous supposerons être une circon- 
férence (elle pourrait être tout aussi bien une courbe quel- 
conque) et G*, G", les projections d'une génératrice, nous re- 
chercherons, en projection et en vraie grandeur, la section 
faite dans le cylindre par le plan P, connu par ses traces HP 
et VP. 

Pour obtenir un plan de projection pei*pendiculaire au pian 
donné, nous adopterons une nouvelle ligne de terre L'T', per- 
pendiculaire à la trace HP, et nous déterminerons la nouvelle 
trace Y T du plan P sur le nouveau plan de projection T; puis, 
nous chercherons , par les moyens ordinaires de la méthode 
des changements de plan, absolument comme il a été fait pour 
les trois droites parallèles de la figure 41, quelles sont, sur ce 
nouveau plan, les nouvelles projections d'un certain nombre de 
génératrèces. La génératrice par exemple, dont les projections 
primitives étaient G'' et G% aura pour nouveau système de pro- 
jection G'' et G"^', et, la directioa de l'une de ces génà^atrioes 
étant déterminée, quant à sa projection sur le nouveau plan V'^ 
la connaissance de cette direction servira à tnicer toutes les 
autres, celle qui est relative au point m, par exemple, par la 
seide détermination du point lar', que l'on obtient en mettant 
m^ en {»*ojection verticale sur LT'. 

Tout ce qui est conteuu dans le pkn P est maintenant repré- 
senté sur le plan T par la trace VP de ce plan, qui paît ^i 
être considérée comme la projection; par conséquent, le point 
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esi lequel la nouvelle projection de chaome des génératrices 
Tiendra rencontrer cette trace sera la projection d'un des points 
de la courbe cherchée, et il suffira pour chacun d'eux de la 
mettre en projection horizontale sur la génératrice correspon* 
dante pour <d)tenir tous les points de la courbe S^, qui se 
trouTera ak»i tracée par points, à Faide desquekon remontera 
facilement à la projection S* de cette même courbe d'inter* 
sectioii sur le premier plan y^ical Y de projection. 

Faisant, pour un instant, abstraction de cette projection ver- 
ticale S", les noorelies données de la question seront désormais 
celles-ci, par rapport aux deux plans de projection définis par 
la ligne de terre UT' : une courl^e S de Fespace, contenue dans 
un plan P, perpendiculaire à Tundes plans de projection^ étant 
donnée par ses deux {Moa^ectioDS S^ et S*, déterminer cette 
comrbe en Traie grandeur? La question, ainsi posée, est déjà 
résolue, en ce que nous savons appliquer à sa recherche, iden- 
tiquement comme nous Pavons fait dans Tépure 40, où il s'agis- 
sait seulement de trois droites parallèles, soit la méthode des 
changements de plan, qui nous fournira S'^'^, soit la méthode des 
mouvements de rotation, qui nous conduira à la courbe iden- 
tique S^] suivant les dimensions du cadre dans lequel les con- 
structions graphiques doivent être restreintes, on se servira de 
Tune ou de Vautre de ces solutions, qui permettent d'ailleurs 
de rester toujours flans les limites du dessin, en choisissant 
convenablement la position, soit de la troisième ligne de terre 
VTy dont la direction seule n'est pas arbitraire, soit l'axe de 
rotation, qui n'est, dans le cas actuel, assujetti à d'autre condi- 
tion qu'à être parallèle h h droite HP, trace horûooiale pri- 
mitive du plan donné. 

Lorsque, pour pouvoir tracer les diffîrentes courbes avec au- 
tant de {H-écision que les procédés graphiques le coœportexit, 
on voudra s'aider de la considéraiion des tangentes, on sait qae 
les trois tangentes en « , m^y m' doivent se couper en un 
même point j^ de la trace HP; ayant donc tracé, par les procé- 
dés de la géométrie ordinaire, k tangente au potnl « à la trmue 
du cylindre sur le pian P ( ce qui peut s'dfectuer avec tmie 
l'exactitude désirable, lorsque celte trace est une des courbes 
du second degré , comme nous l'avons supposé}, on connaîtra 
le point p, d'où devront émaner les deux tangentes à la courbe 
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d'intersection en projection horizontale S^ sur le plan primitif 
H, et à son rabattement S' sur le même plan , après le mouve- 
ment de rotation effectué pour obtenir la courbe en vraie 
grandeur. 

Quant au point p*", qu'il est nécessaire d'obtenir pour con- 
struire la tangente au point m^\ il est inutile de répéter que 
l'on doit avoir p"/) = p^'p^^; en un mot, toutes les considéra- 
tions qui ont été présentées à l'occasion de la Planche XL 
peuvent être ici reproduites, sans aucune autre observation 
que ce qui avait été dit pour la droite ab, qui joignait, dans 
cette épure , les deux points a et 6 de la trace donnée , et doit 
s'appliquer à Télément rectiligne m des courbes que l'on a 
maintenant à considérer, cet élément rectiligne prolongé 
étant pour nous, par définition, la tangente au point m. 

197. Résumant ce qui vient d'être dit sur le problème qui 
nous occupe, nous voyons qu'il peut être résolu de la manière la 
plus générale à l'aide des seuls principes qui ont été présentés 
jusqu'ici, et qu'il n y aurait eu aucune raison pour éloigner de 
ces éléments le problème de la section du cylindre par un plan, 
dans toute sa généralité ; cette généralité même, ne peut qu'ai- 
der puissamment à l'intelligence de la solution, et il ne saurait 
être trop recommandé aux élèves de l'aborder sans crainte ; si 
l'épure se trouve ainsi couverte d'un plw grand nombre de 
lignes, la question n'en est pas moins traitée par les mêmes con- 
sidérations qu'elle exigerait encore, quoique restreinte à quel- 
que cas particulier. 

198. Dans ce qui précède, le plan P n'est assujetti à aucune 
relation particulière de position avec les génératrices du cylin- 
dre donné, mais il est une de ces positions qu'il est important de 
considérer, c'est la section droite de ce cylindre, c'est-à-dire la 
section faite par un plan perpendiculaire aux génératrices. 
C'est cette section que l'on obtiendra toutes les fois que, comme 
dans la Planche XLIII, les traces du plan P seront respectivement 
perpendiculaires aux génératrices du cylindre , l'épure , quoi- 
que construite pour cette position particulière du plan P, ne pré- 
senterait dans une autre circonstance aucune difficulté spéciale. 

199. La section droite d'un cylindre présente un grand inté- 
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rét lorsqu'il s'agit de faire le développement de ce cylindre, c'est- 
à-dire lorsqu'on yeut étendre cette surface sur un plan, ce qui 
peut toujours se faire pour les cylindres et pour les cônes, sans 
aucune déchirure ni duplicature. La base d'un cylindre, en effet, 
devant être considérée comme un polygone d'un nombre infini 
de côtés, si l'on se représente, par la pensée, le prisme qui aurait 
pour base ce polygone que nous appellerons aa! cF ; a, a' cP 
étant les sommets successifs de ce polygone , les génératrices 
successives G G' G'' seront les arêtes des facettes planes suc- 
cessives qui composeront la surface prismatique, et cette image 
suffit pour faire comprendre que si la facette limitée par G 
et G' est tout d'abord étendue sur un plan , on pourra faire 
tourner la facette G' G'' autour de Tarète G\ de manière à venir 
la rabattre sur le même plan ; puis la troisième G'' G'^' autour 
de & et ainsi de suite, jusqu'à ce que toute ces petites facettes 
soient venues se coucher les unes à côté des autres sur le 
même plan. Ce raisonnement subsiste, queUe que soit la gran- 
deur des facettes, et par conséquent aussi lorsqu'on les suppose 
infiniment petites, c'est-à-dire lorsque le prisme est devenu 
cylindre, et la figure plane, que l'on obtient par le rabattement 
complet de toutes les génératrices successives , est ce que l'on 
appelle le développement du cylindre. 

Le développement d'un cylindre est donc une sorte de patron 
plan, dont la figure est telle, qu'enroulée suivant la surface de 
ce cylindre, elle la recouvrirait tout entière; on conçoit de 
quelle utilité doit être pour les arts la connaissance de ce dé- 
veloppement, puisque s'il s'agit par exemple d'exécuter un cy- 
lindre avec une matière flexible, du fer-blanc par exemple, il 
devient facile à priori de se procurer la forme exacte qu'il faudra 
donner à la feuille métallique pour reproduire tel cylindre que 
Ton devra obtenir. 

200. La planche XL VI donne exactement ces développements 
pour les cylindres sur lesquels nous avons opéré dans nos 
planches XLII et XLIIL La figure 1 dont nous nous occuperons 
d'abord, donne la forme exacle du patron qui, appliqué sur le 
cylindre de la planche XLII, reproduirait la partie de ce cylindre 
comprise entre le plan horizontal de projection et le plan P. 

En nous reportant à cette comparaison, qui nous a servi déjà, 

u 
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des facettes successives d'im prisme infinitésimal, qui n'est autare 
diose que le cylindre , et sans nous inquiéter pour le mcMnenl 
de la partie supérieure de ces facettes, il est facUe de Yoîr que 
toutes les génératrices étant, dans Texecople qui nous occupe, 
perpendiculaires au plan horizontal, elles sont, par cela même, 
perpendiculaires à chacun des côtés du polygone qui sert de 
base au cylindre, et que, par conséquent, les deux génératrices 
successives et le côté qu'elles comprennent, sont pour diacune 
des facettes une portion de quadrilatère rectangle qui ne sera 
aucunement déformé lors du développement, en telle sorte que 
les génératrices venant se placer les unes à côté des autres , 
parallèlement entre elles, les côtés successifs qui les relient ne 
cesseront pas de leur être perpendiculaires , et par conséquent 
viendront se placer suivant une seule et même ligne droite en 
oi «H perpendiculaire à la direction commune des génératrices, 
et que nous pouvons tout d'abord tracer sur notre fig. 1 . 

Soit Oi le commencement de cette ligue , si nous remarquons 
que le point al" peut être indiiféremment considéré comme la 
projection horizontale du point a qui appartient à la section S 
et celle du point a qui, placé sur la même génératrice G, ap- 
partient à la base G du cylindre, et que si nous affectons des 
mêmes lettres avec indices les points correspondants du déve- 
loppement , nous pourrons représenter en «i m, sur une per- 
pendiculaire à la droite arbitrairement tracée, la position de la 
génératrice a a dans le développement ; une fois la première 
génératrice choisie dans ce développement, la position des 
autres génératrices n'est plus arbitraire et nous pouvons im- 
médiatement nous reporter à celle du point n. La circcmfé- 
rence G qui est en vraie grandeur la base du cylindre, venant 
se développer sur la droite aj wi, il est évident que le point n de 
cette base viendra se placer sur cette droite, à une distance ot vi 
égale à la longueur de l'arc a* n^, et que par conséquent, le 
point vi sera parfaitement déterminé ainsi que la génératrice 
correspondante, qui est toujours une perp^idîculaire à la 
droite «i uh du développement; la vraie grandeur de cette géné- 
ratrice est encore mesurée sur l'épure XLII, par la distance v^n* 
qu'il suffira par conséquent de porter de vi en «i pour avoir la 
représentation dans le dévek^pement de la génératrice du 
point n. il en B&ra de m^ne pour tmite autre génératrfee , et 
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l'on pourra par conséquent déterminer ayec une {acilité pa- 
reille les extrémités Oi, tit, «ii, de toutes les généralrices que 
Ton voudra dans le développement Mais si au lieu de con- 
sidérer des généralrices placées à des distances finies l'une de 
l'autre, on avait pu les considérer toutes, les extrémités de ces 
génératrices qui ne sont évidemment autre chose que le déve- 
loppement de la courbe d'intersection S, auraient formé une 
^courbe continue qu'il ne nous est possible de tracer que par 
^proximation, en joignant par un trait continu les extrémités 
des seules génératrices sur lesquelles nous ayons opéré comme 
nous venons de le dire. La courbe ainsi tracée ressemblera 
d'autant plus à la courbe réelle qu'elle aura été obtenue à l'aide 
d'un plus grand nombre de points, et cette courbe sera limitée 
par deux génératrices extrêmes qui ne seront autre chose que 
le dédoublement, pour ainsi dire , de la première génératrice 
sur laquelle on a opéré. La base à l'aide de laquelle le dé- 
veloppement a été tracé, aura une longueur précisément 
égale à la longueur de la circonférence C, et la longueur du 
développement de la courbe sera en même temps égale à la 
longueur de la courbe S^ que nous avons obtenue en vraie 
grandeur. • 

201. La considération de la tangente peut encore, d'ailleurs, 
nous venir en aide pour nous diriger dans le tracé de la courbe, 
au moyen d'un certain nombre de points isolés; s'agit-il, par 
exemple, de connaître dans le développement la tangente au 
point «1, qui correspond au point n de l'intersection que l'on 
4X)nsidère : en portstnt notre attention sur la tangente au point 
n, nous voyons que cette tangente est l'hypothénuse du triangle 
rectangle , dont la base est pn^ et dont la hauteur est v^n*, et 
lorsque l'élément rectiligne n de la base C viendra s'appliquer 
^ur la droite ai cn], l'élément correspondant de la courbe S, qui 
^t contenu dans la même facette, se trouvera aussi dans le 
plan du développement , sans que ce triangle , dont nous ve- 
nons de parler, se soit déformé en aucune façon. Mais nous 
avons déjà la portion v*»'' de la génératrice en vraie grandeur et 
en véritable position dans notre déyelo{^ment ; il suffira donc 
de prendre la distance vtTri égale à n/'p , de porter cette distance 
dans le sens convenable ; puis, joignant le point tti au point nu 
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on aura reconstruit la direction de Télément de la courbe en 
fti, et par conséquent la tangente en ce point. 

Pouvant opérer ainsi sur chacun des points de la courbe S 
développée , le dessinateur possède un moyen de s'assurer de 
Texactitude de son patron , et de le rectifier au besoin par le 
tracé d'un certain nombre de tangentes. 

SOS. Les mêmes raisonnements s'appliqueront avec une égale 
facilité au cylindre de l'épure XLIfl , dont nous connaissons la 
section droite S. 

Pour pouvoir effectuer le développement de la portion du cy- 
lindre de la planche XLIII comprise entre le plan horizontal et 
le plan P, il se présente d'abord une difficulté en ce que ce 
cylindre ayant ses génératrices obliques par rapport à la base C, 
il ne serait plus vrai de dire que cette base se développera sui- 
vant une ligne droite ; ce que nous avons dit des facettes rec- 
tangulaires n*est plus vrai pour cette base C, et le développe- 
ment ne peut plus s'effectuer qu'au moyen de la courbe S, 
dont le plan est, dans le cas particulier de la figure, per- 
pendiculaire à la direction des génératrices; ce sont donc 
les arcs successifs de cette courbe, mesurés à partir d'un 
point fixe tel que a'*, qu'il faut porter sur une droite indé- 
finie (fig. 2), pour obtenir dans le développement les points 
des différentes génératrices qui ont servi à la construc- 
tion de la courbe de section ; et pour avoir la longueur de ces 
génératrices elles-mêmes , il suffit d'observer qu'elles se trou- 
vent projetées en vraie grandeur sur le plan V, et que c'est 
par conséquent dans les projections telles que G"' qu'il faut la 
chercher. 

En ce qui concerne le point w, par exemple, on prendra 
l'arc a,{jii = a'm' et (/iWi = fi*'m*'; quant à la tangente en ce 
point Wi elle s'obtiendra en prenant fjLiTri = nip ; en un mot, les 
opérations sont identiquement les mêmes que dans le cas pré- 
cédent, sous cette seule différence que la section droite est 
maintenant celle qui est faite par le plan P, et que la section 
oblique est déterminée par le plan horizontal de projection : 
les noms seuls des plans sécants ont été intervertis. 

Observation. Dans l'un et l'autre développement que nous 
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venons d'effectuer, nous avons commencé par la génératrice la 
plus courte. La forme du patron aurait été changée si nous 
avions, au contraire, commencé par une autre, mais les mêmes 
considérations auraient conduit de la même manière à la 
forme du développement dans les nouvelles conditions. 



n. SECTION PLANE DU CÔNE. 

S05. De même que Tépure de la planche XL nous a préparés 
à la détermination de la section plane du cylindre, de même aussi 
celle de la planche XLI nous fournira tous les éléments néces- 
saires pour construire la section faite dans un cône par un plan, 
et c'est à peine s'il sera nécessaire d'entrer dans quelques dé- 
tails sur les planches XLIV et XLY qui sont consacrées à cette 
question. 

Dans la première de ces épures, le cône est, pour plus de 
simplicité, un cône droit à base circulaire C, dont l'axe est 
perpendiculaire au plan horizontal, ce qui exige que la projec- 
tion horizontale ^ de son sommet se confonde avec le centre 
du cercle qui lui sert de base ; et le plan P qui détermine la 
section dans ce cône est perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 

La projection verticale de l'intersection est tout d'abord 
connue puisque cette courbe est dans le plan P, et qu'il résulte 
de la position particulière de ce plan que tout ce qui y est con- 
tenu, et par conséquent l'intersection cherchée, se projette ver- 
ticalement sur sa trace verticale. 

Pour obtenir la projection horizontale de cette intersection , 
il suffit de considérer isolément chaque génératrice, telle que 
G*, G", menée d*un point quelconque fx de la base ou direc- 
trice C au sommet 5 du cône ; cette génératrice G est rencon- 
trée par le plan P en un point m qui se projette verticalement 
en m* sur la trace VP, et dont on obtient l'autre projection en 
mettant W, qui appartient à G% en projection horizontale 
sur G*. 

On obtiendra mnsi autant de points que l'on voudra de la 
projection horizontale de la courbe S, intersection cherchée ; 
joignant ces points par un trait continu , on construira cette 



16B SECTION PLATfE DIT CÔIfï. 

projection horizontale, et la courbe S dans Tespace se trouvera 
parfaitement déterminée par la connaissance de ces deux pro^ 
jections. 

Pour trouver cette section en vraie grandeur, on ne saurait 
dès lors rencontrer aucune difficulté spéciale ; la courbe sra* 
laquelle on veut opérer est connue par ses deux projections; 
elle est contenue dans un plan perpendiculaire au plan ver- 
tical de projection; il suffit, par un mouvement de rotation ou 
par un changement de plan , d'amener sur Tépure même le 
plan qui la contient, et pour cela de disposer les constructions 
comme nous l'avons déjà fait fréquemment. 

Observons toutefois que , dans cette recherche de la vraie 
grandeur de la courbe par la méthode des changements de 
plan, si nous avions comme précédemment pris pour nouvelle 
ligne de terre LT la trace VP elle-même, les constructions 
seraient sorties de notre cadre , et que nous avons été forcés de 
prendre cette ligne de terre L'T' plus rapprochée du milieu du 
papier pour éviter cet inconvénient. 

Dans la solution par un mouvement de rotation , l'exiguïté 
du cadre a également exigé qu'au lieu de prendre pour axe la 
droite HP, nous eussions recours à un autre axe Z* qui lui est 
parallèle et qui passe par le point Z" de la trace VP. 

Le cylindre, avons-nous dit, peut être considéré comme un 
prisme infinitésimal, à facettes rectangulaires infiniment étroi- 
tes, et de là nous avons conclu comment on pouvait construire 
la tangente en un point de la section plane du cylindre , com- 
ment aussi il fallait opérer pour obtenir le développement 
d'une portion limitée de cette surface; les mêmes considéra- 
tions sont applicables au cône avec de légères modifications. 

204. Quant à la tangente, elle est pour le cône comme pour le 
cylindre le prolongement de l'élément linéaire de la courbe, et le 
point p joue ici le même rôle que dans la figure 4 1 ; ce point p 
étant déterminé par la rencontre de la tangente T* au point \l 
de la directrice C avec la trace HP du plan sécant, c'est par ce 
même point que passera la tangente en m'^ à la courbe S*. 

Pour obtenir les tangentes aux courbes construites en vraie 
grandeur sur l'épure, il sera nécessaire d'avoir égard soit à la 
position nouvelle de la ligne de terre L'T', soit à la position non- 



vette de Fatze de rotation : ainsi op'^ sera pris é^ à fl^ dans le 
premier eas^ et dans le second le point (p^ ^) craime tous les 
aubes points que Ton a eu à c<msidérer dans le plan P, de? ra 
tourner autour de l'axe de rotation Z jusiia'à ee qne ee plan 
soit deyenu parallèle au plan horizontal. 

SOâ. La base du c6ne, la circoitférence C de notre plao- 
die XLIY comme toute autre courbe, est formée, ainsi que nous 
en sommes conyenus , d'une suite d'éléments rectilignes ; joi- 
gnons par deux génératrices les extrémités d'un de ces éléments 
au sommet, nous aurons une facette triangulaire qui, par i*aisQn 
de symétrie dans un cône droit, sera composée d'un triangk 
isocèle, les deux génératrices étant égidement inclinées sur 
l'éléffient rectiligne de la courbe; cette facette triangulaire 
étant placée sur un plan, on conçoit que la iaceite successive^ 
en tournant autour de la génératrice commune , puisse venir 
s'appliquer sur le même plan , puis la suivante et toutes les 
autres, de manière à couvrir non plus l'espace compris entre 
deux parallèles extrêmes , comme dans le cylindre , mais la to- 
talité de l'espace angulaire c(Mnpris entre les deux droites 
extrêmes, divergeant à partir d'un point unique pour toutes , et 
qui sera la représentation du sommet du cène. 

Mais de ce que toutes les arêtes des facettes dont nous ve- 
nons de parler sont paiement inclinées sur ks bases , il s'en- 
suit que ceUes-ci seront placées comme ks cordes d'une circon- 
férence lorsqu'on viendra, comme pour le cylindre, à ne plus 
considérer que des facettes tnûmment petites. 

Cela posé, rien n'est plus simpk que de procéder au déve- 
lof^^ement d'un cône droit tel que celiû que nons av'Ons à cour 
sidérer (tons la plancbéi^LIV ; la circcMilérenee qui lui sert de 
base se âévelofq)era suivant une [autre circonférence dant k 
rayon sera la Icmgueur commune des génératrices ; en telk 
sorte que si s^ planche XL Vil, est k point en kquel on place 
le sommet du cône pour en opérer k développement , la pye- 
mière génératrice étant placée en Silh, la circonférence C se dé- 
veloppera sur la circonférence Ci, de manière que la portion 
de cette circonférence occupée par le dévelcfftement soit ég^ 
à la circonférence C tout entière, et le cône tout entier sera 
développé suivant le patron ^[Ai^'i. 
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Mais quelk sera la portion de cette figure qui représentera 
la partie conique détachée du cône total par le plan sécant P? 
n suffit, pour le savoir, d'affecter la ligne c^ à la représentation 
d'une génératrice particulière P, à celle, par exemple, qui se 
trouve projetée en 1^, P, planche XLIY. La portion de cette 
génératrice qui appartient au cône supérieur a pour lon- 
gueur s*a* que nous porterons de St en bû fri sera déjà un point 
du patron cherché ; nous opérerons de la même façon pour cha- 
cune des génératrices du cône , la génératrice G entre autres , 
limitée au point m, sera portée de Si en mi, de manière que SiMi 
égale la vraie grandeur de la partie $m de cette génératrice que 
nous connaîtrons en s*ii*. Il en serait de même pour tout autre 
point , et nous construirons de cette manière le patron bimtOi 
qui enroulé sur le cône en couvrirait exactement la partie su- 
périeure ; nous aurions obtenu le patron Sta\b\ si , au lieu de 
commencer par la génératrice du point b nous avions voulu 
représenter en sia'i la génératrice du point a. 

Reste encore à déterminer la tangente au point itij, par exem- 
ple ; il nous suffira de reproduire à cet égard ce que nous 
avons dit déjà pour le cylindre; lorsque nous développerons le 
cône, le triangle piLtn de l'espace, qui n*est qu'une portion du 
plan de la facette infiniment petite au point m ou au point fA, 
se rabattra sur le plan du développement comme cette facette 
elle-même, et sans que la droite mp, dans cette nouvelle posi- 
tion, cesse d'être le prolongement de Télément rectiligne de la 
courbe S ; il en sera de même pour la ligne ifp : la première 
restera tangente au développement ai^i de la courbe S, la der- 
nière étant toujours tangente au développement «iPi de la dr- 
conférence C. Pour reproduire dans le développement le trian- 
gle m^p de l'espace , il suffira donc de mener la tangente f/^ 
à la circonférence ri, de prendre sur cette circonférence une 
longueur égale à (xp qui se trouve projetée en vraie grandeur 
sur la planche XLIY , de joindre le point pt au point m i ; la 
droite pimi sera la tangente cherchée. 

La même construction a été effectuée sur la figure pour la 
tangente au point m't de la courbe S'i, obtenue en partant de la 
génâratrice du point b. 

Observation. L'ouverture de l'angle pi«tPi, pour un cône droit 
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à base circulaire, dépend uniquement de Tangle que les géné- 
ratrices font avec Taxe» c'est-à-dire de V&uverture plus ou 
moins grande du cône. 

Si cet angle est de 90*", le cône se réduit à un plan et l'an- 
gle ^SiPi est de 360*, c'est-à-dire que le développement n'est 
autre chose que le plan lui-même que nous pouvons considérer 
oomme engendré par le mode de génération conique. 

Si nous imaginons une série de cônes ayant tous même base, 
et dont le sommet s'éloigne de plus en plus du plan de cette 
base, la différence de rayon entre la circonférence C et la cir- 
conférence Cl augmentera continuellement, et par conséquent le 
développement de C n'occupera sur Ci qu'une portion relative- 
ment plus petite de cette circonférence ; l'angle PiStpi ira con- 
stamment en diminuant. 

Enfin, si Ton conçoit que le sommet s du cône soit rejeté à 
l'infini , le développement de C n'occupera qu'une portion in- 
finiment petite de la circonférence de rayon infini Ci, les deux 
droites #ij)i, êtP\ seront parallèles, et on arrive ainsi à la limite, 
à la forme rectangulaire du développement cylindrique. 

Sous quelque point de vue qu'on les envisage , les propriétés 
du plan et celles du cylindre peuvent toujours être déduites de 
celles d'un cône droit dont le sommet est placé à une distance 
nulle ou à une distance infinie de la base. 

206. Nous n'avons rien à ajouter aux considérations précéden- 
tes, relativement à la planche XLY qui renferme la construction 
de la section faite dans un cône oblique par un plan dirigé d'une 
manière quelconque. Ce problème général, par un simple chan- 
gement de plan, se trouve immédiatement ramené au cas par- 
ticulier dans lequel le plan donné est perpendiculaire à l'un des 
plans de projection ; c'est à cette condition que conduit l'emploi 
d'une nouvelle ligne de terre LT' perpendiculaire à la trace HP 
du plan donné ; la section cherchée est alors projetée sur le 
nouveau plan vertical suivant sa trace même et les opérations 
se continuent comme précédemment : connaissant S*', on en 
déduit S^ en mettant ses différents points en projection horizon- 
tale sur les génératrices correspondantes et Ton remonte de la 
même façon à la projection verticale S*. Quant à la courbe en 
vraie grandeur S^, elle a été construite sur l'épure, seulement 
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fNur la méthode des changements de plan, &i enqikKjaiit me 
troisième ligne de terre UT^ 

Dans le cône droit à base drculaire, noiissvonsTU qifil était 
possible, en n'inyoquant que les seules cmsidératioDs que nous 
avons mises en œuvre pour le cylindre , de construire le dére- 
lapement ; ces considérations seraient impuissantes pour ks 
autres surfaces coniques qui exigent, ainsi que nous le yenrons 
plus tard, l'emploi d'une surface sphérique auxiliaire pour pou- 
voir être développées. Nous ne nous occuperons pas de cette 
question dans l'impossibilité où nous sericms quant à présent 
de trouver la courbe qui tracée sur le cône, affectant dans le 
développement une forme simple, comme celle par exonple de 
la section droite dans le cylindre , qui se développe suivant vue 
droite, ou de la section perpendiculaire à Taxe dans le cône de 
notre planche XLIY, qui se développe suivant une circonf^ence 
de cercle. 
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Notions préliminaires. 

207 . Lorsque dans les premières pages de ce traité, nous avons 
passé en revue les différentes surfaces courbes dont nous nous 
proposions de nous occuper, nous avons dit que la surface de 
révolution est celle qui se trouve engendrée par une généra- 
trice droite ou courbe, en tournant autour d*un axe placé d'une 
manière quelconque dans Tespace. 

Nous n'avons pu cependant indiquer suffisamment comnent 
les surfaces de ce genre devaient être représentées en géométrie 
descriptive ; mais maintenant que les méthodes généraks d£S 
changements de i^n et des mouvements de rotation nousaoïtt 
devenues familières, nous savons parfaitement ramener le cm 
général d'un axe situé d'une manière arbitraire wl cas particu- 
Uer d'un axe perpendiculaire à l'un des plans de projectioB, an 
plan horizontal par exemple. Cette substitution peut se Cure 
toujours, soit par deux chan^ments de plan, soit par deu 
mouvements de rotation ; et quelle que soit la courbe dannée, 
noiK savons également dédinre les «mvélles profeetiaBB 
de diacun de ces poûits, après ces opérations effectuées» et par 
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eonséquest consiruire par pointe la représentation nonveHe ëe 
la courbe primitive. 

Dans ce qui va suivre, nous pourrons donc, sans rien ôfer à 
la généralité de nos déductions, ne considérer que des surface» 
de révolution engendrées par un mouvement de rotation autour 
d'un axe vertical; et quant aux courbes génératrices elles- 
sdëmes, nous nous bornerons, comme pour les cônes et pour 
les cylindres, à porter notre attention sur les courbes du second 
degré, tournant autour d'un de leurs axes de figure. 

Avant d'aborder sur les surfaces de ce genre la détermination 
des sections planes, nous établirons en quelques mots, auxquels 
le lecteur aurait de lui-même suppléé, comment ou peut recon- 
naître si un point m (pi. VU, fig. 4) appartient à la surface de 
révolution engendrée par la courbe C^,C* tournant autour de 
Taxe vertical A*,A*. 

Dans le mouvement de rotation dont nous venons de parler, 
chaque point de la génératrice C décrira, ainsi que nous l'a- 
vons vu en traitant de la méthode des mouvements de rotation, 
une circonférence de cercle située dans un plan perpendiculaire 
à Taxe A et qui se projettera horizontalement en vraie grandeur 
suivant D*, et verticalement suivant une droite D" parallèle à la 
ligne de terre. La courbe D est ce qu'on appelle un panUlèle 
de la surface , et Ton pourrait considérer une surface de révo- 
lution comme engendrée par un de ces parallèles qui se mou- 
vrait parallèlement à lui-inéme , son centre toujours placé sur 
Taxe A et son rayon variant constamment , de manière à s'ap- 
payer toujours sur la génératrice C. 

Tout point m d'une surface de révolution doit donc être con- 
sidéré comme situé sur un parallèle, dont la projection horizon- 
tale passe par la projection horizontale de ce point et dont la 
projection verticale passe de même par sa projection verticale. 
Soient donc m^ et m* les deux projections du point ut, il suffît 
de voir si la circonférence D* et la ligne droite D" peuvent être 
à la {(Hsles deux projections d'un même parallèle de la surface ; 
et ils ne sauraient l'être évidemment que si, prdongeant D** jus- 
qu'à la projectk>n C* de la génératrice &à n*, le point n mis en 
projection horizontale sur G^ se coi^Eondaît avec un des pointe 
de C*. Cette condition est d'ailleurs suffisante, car si elle est 
satisfaite, le point m appartient à un des parallèles de 
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de réyolûtion et par conséquent à la sar£BM:e de réTolution elle- 
même. 

Seclion plane de la tur&ce de révolution. 

t08. Soit maintenant (pi. XLYUI) un ellipsoïde de révolution 
représenté^par Tellipse C, dont les projections sont C^ et O, et 
un axe ZJ, représenté en Z^ et Z*, qui n'est autre chose que l'un 
des axes de figure de Feliipse : ces deux éléments suffisent, 
ainsi que nous l'avons vu, pour définir complètement la surface 
de révolution , à la condition que le lecteur saura qu'il s'agit 
d'une surface engendrée par la rotation de la courbe C , autour 
de Taxe A. Pour prévenir autant que possible l'esprit , par un 
moyen graphique dç cette circonstance, il arrive fréquemment 
tpie Ton représente le parallèle principal , celui qui correspond 
au second axe de la courbe génératrice , lorsqu'il s'agit d'une 
courbe du second degré, comme nous le supposerons toujours 
dans ces éléments; ce parallèle que l'on appelle équateur^ 
parce qu'il partage la surface en deux parties parfaitement 
symétriques, est ici représenté en projection horizontale par la 
circonférence E'^, et en projection verticale par la parallèle E* à 
la ligne de terre. 

La disposition de^ces données n'ôte rien à la généralité des 
considérations qui vont suivre, car dès lors qu'il s'agit d'une 
surface de révolution provenant d'une courbe du second degré 
tournant autour de l'un de ses axes, on peut toujours amener 
cet axe à être perpendiculaire au plan horizontal de projection, 
et choisir ensuite le plan vertical de manière à ce qu'il soit pa- 
rallèle à la courbe donnée. 

Ces observations faites, proposons-nous de trouver en projec- 
tion et en vraie grandeur la section faite dans une pareille sur- 
face par un plan P que nous choisirons d'abord perpendiculaire 
au plan vertical ; ses traces sont HP et YP, sur la planche XLVIU. 

Une surface, lorsqu'il s'agit de déterminer son intersection 
avec une autre surface , doit être considérée comme composée 
d'une suite de lignes dont on cherche successivement les inter- 
sections avec la surface sécante. Lorsqu'il s'agit d'un plan sécant, 
il suffit donc de faire un bon choix de ces lignes appartenant 
à la surface pour obtenir immédiatement les points où eUes sont 
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coupées parle plan, et cette opération est surtout facile lorsque 
le plan y comme dans l'exemple qui nous occupe, étant perpen- 
diculaire à l'un des plans de projection , se trouve projeté avec 
tout ce qu'il renferme suivant une de ses traces. C'est ainsi que 
pour construire les sections planes du cylindre et du cAne, nous 
avons eu recours aux génératrices qui de toutes les lignes que 
l'on peut tracer sur ces surfaces, se prêtent le mieux à une dé- 
termination facile. Ce même emploi de lignes droites dont nous 
avons appris tout d'abord à déterminer la section par des plans, 
n'existe plus lorsqu'il faut opérer sur des surfaces de révolu- 
tion qui généralement sont telles qu'aucune ligne droite ne 
peut y être tracée ; il faut donc avoir recours à des courbes, 
mais ces courbes, il convient de les choisir de manière qu'elles 
soient d'une construction facile , et nous ne trouvons que le 
cercle qui soit dans ces conditions. Aussi, pour résoudre le pro- 
blème qui nous occupe, chercherons*nous successivement les 
intersections des différents parallèles avec le plan donné ; et ces 
parallèles, situés chacun dans des plans horizontaux, nous offrent 
cet immense avantage d'avoir pour projections horizontales des 
circonférences identiques à eux-mêmes, et pour projections 
verticales des lignes droites parallèles à la ligne de terre. 

Considérons en particulier le parallèle F qui se projette verii- 
calementenP: pour obtenir sa projection horizontale il suffit de 
prolonger P jusqu'à C en a"", et alors le point a étant un point 
de l'ellipse génératrice que Ton appelle l'ellipse méridienne ^ sa 
projection horizontale tombe en al" sur C*. Le parallèle F pas- 
sant par le point a, sa projection horizontale F'^ passe par a!" et 
elle n'est autre chose que la circonférence décrite, comme les 
projections de tous les parallèles, dii point Z^ comme centre avec 
le rayon spécial Z* a*. 

Le problème proposé est donc ramené à une série de con- 
structions élémentaires qui permettent d'obtenir les intersec- 
tions avec le plan P de chacun des parallèles tels que F, repré- 
sentés en projection par F* et F*. 

Si ce parallèle rencontre le plan P, F* projection verticale 
de F rencontre nécessairement VP projection verticale du 
plan P, et m" étant ce point de rencontre, il sera la projection 
du point m en lequel le parallèle perce le plan, et la représen- 
tation de ce point sera facilement complétée en mettant m" en 
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pro;^ctioii horiwMitale en m^ sur F*. On voit ^yr k figure <pie 
celte opération conduit k drax projections liori»»stales m" et 
m'* qui corisespondent toutes deux à m\ 

On déteiminera de la même façon autant de points que Ton 
voadra de la coai1>e S*", intersectira cherchée , et léitmssairt 
ces points par un Irait continu on oUiadca cette oo«rhe eik- 
méme en S''. 

. Cette courbe cha^diée étant dès lors connue par ses deux pro- 
jections , il n'y aura pour en obtenir la représentation en yraâe 
grandeur, qu'à opérer, par Tune ou rautreméUiode, caaimc 
nous Favons fait dans toutes les épures précédentes , et le des- 
sin lui-^néme suffira comme guide pour suivre les ocmstruc- 
tions que cette détermination exige. 

â09. Il est bon d'observer que la solution que nous venons de 
présenta âvec qudques détails pour qu'elle soit comprise plus 
facilement, revient en définitive à remploi de plans auxiliaires 
horizontaux qui coupent à la fois le plan donné et la surface 
donnée suivant certaines lignes dont les points d'intersection 
fournissent les points de la courbe cherchée. Ainsi, dans la 
recherche que nous avons faite au moyen du parailète F, xm 
sait à priori que ce parallèle est la section faite dans rdilipsoîde 
par un plan horizontal dont F" serait la trace verticale, tandis 
que la corde mm, projetée horizontalement en f«* m'* et verti- 
calement en un point unique m'', n'est autre chose que l'inter- 
section du plan donné P par le plan auxiliaire du parallèle F. 

Ramener ainsi la détermination de l'intersection de deux 
surfaces à celle de points de rencontre des intersections faites 
respectivement dans chacune d'elles par une surface auxilisûre 
convenablement choisie, tel est le procédé général que nous au^ 
rons à mettre en œuvre dans toutes les questions qui v<mtsuivre. 

Généralement cette surface auxiliaire est un plan tellement 
placé par rapport aux deux surfaces données, que ces intersec- 
tions respectives soient d'une construction facile ; mais nous 
aurons cependant, dans ces éléments, à employer le c6ne et 
la sphère pour le même objet. 

210. Dans la planche XLIX, la détermination de la section 
plane de l'ellipsoïde a été résolue d^ms toute sa généralité; c'est 
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loMJoiifs w^e ell^se génératrice H qui em^oâre b surface de 
né¥oliitioii en toamant jMitoiir de son petit axe Z que nous sa^ 
posons être vertical ; le pfaoi donné P au lieu d'être perpendi-' 
eolaire au plan vertical, comme dans le cas précédent, est di- 
rigé d'une manière quelconque comme Tindiquent les positKxis 
de ses deux traces HP et VP. 

En présence de ce problème général, quelles sont les ques- 
tions qu'il conviendra de se poser, conformément aux pres- 
oriplions précédentes, pour arriver le plus facilement possible 
À «ne solution ? 

Ces questions ne sont pour ainsi dire qu'un formulaire aur 
quel il sera bon d'avoir recours dans tous les problèmes ana- 
logues. 

Quelle est la surface auxiliaire dont l'intersection avec la 
surface donnée sera une ligne de construction facile ? La sur- 
face est de révolution : un plan perpendiculaire à l'axe la cou- 
pera suivant un parallèle que nous savons être une circonférence 
de cerde d'une facile construction ; en choisissant un pareil 
plan comme surface auxiliaire, nous nous trouverons donc 
fdacé, par rapport à la surface donnée, dans d'excellentes 
conditions. 

En sera-t-il de même pour l'autre surface donnée ? Ici cette 
surface est un plan dont l'intersection avec le plan auxiliaire 
choisi dans les conditions précédentes sera toujours d'une facile 
détermination ; un pareil plan satisfera donc à toutes les con- 
ditions désirables de simplicité, et nous arriverons à l'inter- 
section de la surface de révolution par le plan P, en coupant 
à la fois la surface et le plan, par une série de plans perpen- 
diculaires à l'axe de rotation A. 

Toute l'épure est dans ces quelques mots : soit F* la trace 
d'un plan horizontal quelconque, ce plan coupera l'ellipsoïde 
suivant le parallèle, projeté verticalement en P et horizontale- 
ment en F*, le rayon de cette circonférence F* étant donné , 
cmsame précédemment, en mettant en projection horizontale le 
point û^, en «*. 

L'intersection du plan P et du plan auxiliaire F ne présente 
non plus aucune difficulté ; les deux traces verticales se coupent 
en è^ : par suite, l'horizontale B , qui est l'intersection des deux 
pians, se projette horizontalement en B% parallèle à HP; on en 
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connaît le point i^, en mettant 6* en projection horizontale sur 
la ligne de terre. La construction apprend que B^ et F^ se ren- 
contrent en m^ et mi^, qui appartiennent à la fois aux deux sur- 
faces données, et qu'il est dès lors facile de mettre en projec- 
tion verticale en m* et mi*. On connaît ainsi deux points de la 
projection horizontale de Tintersection cherchée et deux points 
de sa projection verticale; on déterminera ces deux courbes par 
points pour obtenir S'^ et S*". 

Quant à la représentation en vraie grandeur de la courbe S, 
dont nous avons ainsi les deux projections , nous ne pourrions 
mieux faire que de renvoyer au dessin, et aux explications 
données pour les questions analogues dont nous nous sommes 
précédemment occupé. 

IV. SECTION PLANE DE L'HTPERBOLOÏDE DE RÂVOLUTION. 

flli . Le mode de solution que nous avons développé pour ob- 
tenir la section faite par un plan dans une surface de révolution 
est tout à fait indépendant de la nature de la courbe génératrice : 
qu'elle soit une ellipse, une hyperbole ou une parabole, la sec- 
tion n'en sera pas moins une courbe du second degré, et nous 
pourrions borner là notre examen, si l'une de ce& surfaces, l'hy- 
perboloïde de révolution à une nappe, ne pouvait aussi être en- 
gendré par une simple droite , tournant autour d'un axe qui 
n'est pas avec elle dans un même plan. Nous chercherons en- 
core la section faite dans l'hyperboloïde par un plan, en partant 
de ce nouveau mode de génération ; mais nous nous bornerons 
au cas où le plan donné est perpendiculaire au plan vertical de 
projection. 

Étant donnés un axe Z, situé d'une manière quelconque dans 
l'espace, et une génératrice droite G, assujettie à tourner autour 
de cet axe, avec lequel elle n'est pas dans un même plan, nous 
pourrons toujours, à l'aide de changements de plan ou de mou- 
vements de rotation convenables, faire en sorte que Taxe Z soit 
perpendiculaire à l'un des plans de projection, la droite 6 étant 
parallèle à l'autre; toute espèce de doute serait d'ailleurs 
dissipé, à cet égard, par le seul examen de la solution que nous 
avons donnée pour le problème de la plus courte distance de 
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deux droites. Ce ne sera donc rien enlever à la généralité de la 
question que de représenter, dans notre planche L, Taxe Z par 
les projections Z" et Z*, l'une perpendiculaire à la ligne de terre 
LT, l'autre réduite à un point Z*, et de supposer en même temps 
que la droite G est parallèle au plan vertical, et par conséquent 
a pour projection horizontale une droite G*, parallèle à la ligne 
de terre. 

Quel sera, d'après ces données, le moyen le plus convenable 
pour trouver l'intersection par le plan P de la surface dont nous 
venons de définir le mode de génération? Aurons-nous re- 
cours encore, comme nous l'avons tout à l'heure recommandé, 
à une série de surfaces auxiliaires, ou ne sera-t-.'l ^"xs plus 
simple, puisque nous avons ici des génératrices rectilignes, de 
chercher successivement les points de rencontre de ces généra- 
trices avec le plan donné? Le doute serait difficilement permis 
à cet égard , et nous adopterons la dernière méthode, en nous 
rappelant qu'elle nous a parfaitement suffi pour le cylindre et 
pour le cône, qui présentent aussi un système complet de gé- 
nératrices rectilignes. 

Pour obtenir une nouvelle position de la génératrice G, qui 
n'est, en définitive, qu'une droite tournant autour d'un axe 
placé dans les mêmes conditions que ceux que nous avons si 
fréquemment employés dans les applications nombreuses que 
nous avons faites des mouvements de rotation , il nous suffira 
de considérer la circonférence C* tangente à la projection C^, et 
de reconnaître que la projection horizontale de la génératrice G 
dans l'une quelconque de ses positions ne cessera pas d'être tan- 
gente à cette circonférence G*, nous pourrons nous donner 
arbitrairement une projection G''*, satisfaisant à celte condition , 
et pour avoir G'"* nous nous servirons, comme à l'ordinaire, 
de la rotation d'un des points de la droite G, du point , par 
exemple, en lequel, pour plus de simplicité, elle vient rencon- 
trer le plan horizontal ; il est impossible que, dans ce mouve- 
ment , cette trace horizontale quitte le parallèle T projeté en 
T* sur la ligne de terre , de sorte que le point n de G'* a pour 
projection n" sur cette ligne de terre ; d'un autre côté , le point 
delangence w* se projette en m" sur la projection G* du parallèle 
qui passe par le point de contact , et que Ton appelle cercle de 
gorge^ parce qu'en effet il est le plus petit de tous les parallèles 

12 
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de la surface ; G'* est donc connue par nC et n*, et , en ce quv 
concerne cette génératrice individuelle G\ la question se réduit 
à trouver le point de rencontre de cette génératrice avec le plan 
Py ce qui détermine le point p^, p*, qui appartient à la couii^e- 
(Perchée , que l'on construira par points , à l'aide d'autant de 
génératrices que Ton voudra, telles que 6'. 

L'épure de la planche L fournit ainsi l'ellipse S^, tandis que 
les plans P et Q de la planche LI coupent Thyperboloîde dans 
l'un et l'autre cas, suivant les deux branches d'une hyperbole 
placée, pour chacun d'eux, dans une situation particulière. 

2iS. Pour justifier le nom d'hyperboloîde, à la surface ainsi 
engendrée, il suffirait de déterminer par les moyens ordinaires 
de la géométrie descriptive , la section que Ton obtiendrait en 
coupant cette surface par un plan vertical passant par l'axe Z ; 
puisque cette surface est une surface de révolution, nous savons 
déjà que la section sera constamment identique pour toutes les 
inclinaisons de ce plan vertical, par rapport au plan vertical de 
projection, et la figure de la planche L donne sans aucune opé- 
ration nouvelle le profil de la section faite par le plan méridien 
dont la trace est M*Z* ; ce plan coupe en particulier la généra- 
trice 6' en un point a, dont on connaîtra facilement la projec- 
tion a" au moyen de la projection o* qui se trouve à la rencontre 
des deux projections horizontales, car M*Z* peut être considérée 
comme la projection horizontale du plan méridien dont elle est 
la trace. 

L'opération ainsi faite pour chacune des génératrices succes- 
sives conduirait à une suite de points qui , reliés par un trait 
continu, fournirait la courbe M*, sur laquelle on pourrait graphi- 
quement vérifier qu'elle jouit de toutes les propriétés de l'hyper- 
bole. La surface engendrée par la droite G en tournant autour 
de l'axe Z, est donc réellement un hyperboloîde de révoluticm. 

Tout autre plan passant par Taxe couperait la surface de ré- 
volution suivant une hyperbole identique. 

215. Soit M (fig. 6), l'une de ces sections méridiennes, son 
plan que l'on appelle un plan méridien et que nous désignerons 
également par M, divisera la surface en deux parties parfaite- 
ment symétriques, en telle sorte que si m est un point de l'hy- 
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p^^Iûide, on obtiendra un autre point m' de celte même sur- 
face en mesurant sur le parallèle P à partir du méridien H, et 
en sens contraire de mp , un arc circulaire m'p == mp. 

Il en serait de même pour tout 
autre point n de quelque manîàre 
qu'il soit placé sur la surface de 
rhyperboloïde par rapport au plan 
méridien M; et de cette raison de 
symétrie il résulte que ^ a est un 
point de la surface pris dans le 
plan méridien M , et si les trois 
points d, m, et n de Thyperboloide 
sont en ligne droite, les trois 
points a, m\ n' le seront égale- 
ment ; en telle sorte que sll existe 
une génératrice rectiïigne 6 pour 
le point a, il existera nécessaire- 
ment pour ce même peûnt a une 
autre génératrice rectiïigne K, in- 
versement placée et appartenant 
connue la première à la même 
surface de révolution*. 

Ces deux génératrices G et K sont 
symétriquement placées par rap- 
Fig. 6. portauplanméridienM,etcomme, 

à chacune des positicms de G, correspond une position sembla- 
ble pour K , on peut dire que la surface sera indifféremment dé- 
crite par l'une ou Tautre de ces génératrices que l'on distingue 
l'une de l'autre en disant qu'elles appartiennent à des systèmes 
différents. 

214. Sile point m que nous avons considéré en général était 
situé sur le cercle de gorge, la génératrice G du premier sys- 
tème se projetant sur tout plan perpendiculaire à l'axe suivant 
la tangente à la projection du cercle de gorge, il en sera de 




* Ce double système de génératrices n'existe pas dans le cône droit, que Ton 
peut considérer comme un cas particulier de rhyperboîoïde de révolution , 
dans lequel les deux génératrices viennent se confondre en une seule, située 
dans le plaa mérkHien M. 
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même pour la génératrice K du second' système ; Tune et Tautre 
se projetteront suivant cette seule et même tangente. 

Il résulte également de là que pour obtenir les deux généra- 
trices à un point quelconque w, en projection sur un pareil 
plan, il suffira de mener de la projection du point m deux tan- 
gentes à la projection du cercle de gorge. 

SIS. Ces observations mises à profit dans Tépure de la plan- 
che L, permettront de diminuer le nombre des opérations; la 
projection G'* par exemple , commune aux deux génératrices 
passant par le point t?t, fournira les deux points ]^ et q^ de la 
courbe d'intersection S*. 

216. Cette propriété de la double génération rectiligtie de 
l'hyperboloïde de révolution à une nappe sera invoquée dans la 
solution des différents problèmes que nous aurons à résoudre 
sur cette surface, notamment lorsque nous nous occuperons du 
plan tangent à la surface de révolution , et de la tangente à la 
courbe d'intersection de cette surface par un plan (235). 



y. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES SECTIONS PLANES DES 

SURFACES COURBES. 

217. Les considérations précédentes suffisent complètement 
à la détermination par points des courbes intersections des 
différentes surfaces que nous avons considérées, par des plans, 
mais il ne sera pas inutile d'y joindre quelques notions élémen- 
taires sur la nature même des courbes ainsi construites, et d'in- 
diquer brièvement comment on peut utiliser quelques-unes 
des constructions pour obtenir des points remarquables de cha- 
cune de ces courbes. 

Il n'est pas une des épures que nous venons de passer en re- 
vue qui ne puisse se prêter à des considérations de cette nature, 
puisées dans le seul tracé graphique. 

218. Si nous nous reportons pour un instant à Fépurc de la 
planche XLII, il est facile de voir que le plan comme le cylindre, 
étant symétrique par rapport au plan méridien parallèle au 
plan vertical, la courbe d'intersection sera nécessairement sy- 
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métrique par rapport à ce même plan méridien; c'est ce qui 
explique pourquoi dans la construction de la courbe S"" ou de 
la courbe S'^', deux points de chacune de ces courbes corres- 
pondent en général à chacun des points tels que m*; en ce qui 
concerne la courbe S'^ il n'y a d'exception que pour les points 
de cette courbe qui se trouvent placés sur la ligne qui repré- 
sente rintersection du plan donné P avec le plan méridien : 
pour ces points la corde telle que m'^ m'^ n'existe plus, et les 
perpendiculaires à la ligne de terre sont tangentes à la courbe, 
car on conçoit parfaitement bien que Ton arrive à la tangente 
par le déplacement d'une sécante qui se meut parallèlement à 
elle-même, et qu'entre la position dans laquelle elle coupe la 
courbe en deux points et la position dans laquelle elle ne la 
rencontre plus, il y a nécessairement une position intermédiaire 
qui est la position de la tangente. 

Si nous considérons les lignes de construction parallèles à la 
ligne de terre , nous pouvons également les regarder comme 
les traces de plans verticaux qui coupent en général la surface 
suivant deux génératrices, et les intersections de ces généra- 
trices avec le plan donné, fournissent en général deux points de 
la courbe intersection, situés après le rabattement sur une 
même parallèle à la ligne de terre; à la limite la sécante ainsi 
placée devient tengente et la courbe S''' se trouve limitée par 
deux tangentes parallèles à la ligne de terre. 

On comprend déjà comment de semblables remarques peu- 
vent être utiles pour le tracé des intersections. 

Dans répure XLIII on connaît également par la construction 
même un certain nombre de tangentes de la courbe S'^; en 
général sur une ligne telle que G^, on trouve deux points 
de la projection horizontale de la courbe que Ton peut con- 
struire isolément, et cette ligne G?" peut en conséquence être 
considérée comme une corde de la courbe S'^ ; sur chacune des 
génératrices extrêmes, au contraire, il n'y a qu'un seul de ces 
points, et les projections horizontales de ces génératrices devien- 
nent des tangentes à la projection horizontale de la courbe. 

Si sur la même figure on considère les lignes parallèles à HP 
on arrive à la même conclusion : les parallèles limites sont tan- 
gentes à la courbe et la construction indique comment se trou- 
vent déterminées de position ces parallèles limites. 
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Les mêmes observations peuvent être faites par rapport aux 
courbes S'"' et S'\ 

S 19. Sans poursuivre en détail ces considérations sur les 
planches suivantes, nous nous bornerons à indiquer quelques- 
unes des positions des tangentes ainsi fournies par les positions 
limites des sécantes. 

Dans la planche XLIV chaque parallèle et chaque perpendi- 
culaire à la ligne de terre correspondent en général à deux 
points de la courbe S'* ; il n'y a d'exception que pour les paral- 
lèles et les perpendiculaires limites, qui fournissent ainsi quatre 
droites tangentes à la courbe cherchée en des points que la con- 
struction même permet de déterminer immédiatement. Les 
mêmes droites jouissent des mêmes propriétés par rapport à la 
courbe S'* en vraie grandeur, et en ce qui concerne la courbe 
S*', il faut considérer les parallèles et les perpendiculaires ex- 
trêmes à la nouvelle ligne de terre L',T'. 

Dans l'épure de la planche XLV, deux points de chaque pro- 
jection de la courbe sont respectivement placés sur chaque pro- 
jection de l'une quelconque des génératrices, parce que chaque 
projection horizontale de Tune d'elles correspond à deux pro- 
jections verticales et réciproquement; il n'y a d'exception que 
pour les projections extrêmes, qui sont respectivement tangen- 
tes aux deux projections de l'intersection en des points qu'il 
est facile de déterminer. 

Ici la tangente n'est plus la limite des sécantes parallèles , 
mais la limite des sécantes assujetties à passer par un même 
point ; on conçoit en effet que si par un point quelconque a 
pris dans le plan d'une courbe plane quelconque S, on fait pas- 
ser une sécante quelconque, et si l'on promène ensuite cette 
droite dans le même plan en la faisant tourner autour du point 
a , il y aura , entre la dernière position dans laquelle elle sera 
encore sécante et la position dans laquelle elle ne rencontrera 
plus la courbe , une position intermédiaire pour laquelle elle 
se confondra avec l'élément de cette courbe S. 

On arrivera donc toujours à unepositioade tangence, soit que 
Ton considère la limite des sécantes passant par un point donné 
pris sur une courbe ou à rèxtérieur de cette courbe, soit que l'on 
recherche la limite des sécantes parallèles à une droite donnée. 
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Dans ce dernier système on aura encore à considérer dans la 
planche XLY les tangentes à la courbe S^, perpendiculaires à la 
ligne de terre L'T', et les tangentes à la courbe S''", perpendi- 
culaires à la ligne de terre UT. 

2520. Le même ordre d'idées nous fournira des considéra- 
lions analogues relativement à l'épure XL VIII qui se rapporte à 
la section plane delà surface de révolution. 

Les différents points de S'' (épure XLYIII) se trouvent placés 
deux à deux sur les différentes parallèles à la ligne de terre LT : 
les parallèles extrêmes sont tangentes à la court)e. 

Pour chacun des parallèles F de la surface, considéré en 
projection horizontale, nous obtenons en général quatre 
points de la courbe, situés deux à deux sur une même perpen- 
diculaire à la ligne de terre , comme m^ et mf ; si cette sécante 
devient tangente à la projection horizontale du parallèle corres- 
pondant, on obtient aussi une tangente à la projection horizon- 
tale de l'intersection; c'est ce qui arrive pour les points 6* et c* 
qui correspondent aux points 6* et c" de rencontre de la trace 
verticale VP du plan sécant, avec la projection verticale C* du 
méridien C, ainsi qu'on pouvait du reste le prévoir, la courbe 
comme celle de la planche XLII devant être symétrique par 
rapport au plan méridien parallèle au plan vertical de projection. 

Cette observation serait également vraie pour toute autre sur- 
face de révolution donnée par son méridien; mais quand il 
s'agit de Thyperboloïde de révolution donné par sa génératrice 
droite, il faut nécessairement avoir recours à d'autres considé- 
rations si Ton veut, sans construire la section méridienne, 
obtenir les points en lesquels la tangente est perpendiculaire à 
la ligne de terre. 

221. Soit V" (planche L) un de ces points, le point b dont il est 
la projection, appartenant à la fois au plan P et au plan méri- 
dien M, pourra être considéré comme situé sur une droite Â qui 
aurait pour projection horizontale M* et pour projection verti- 
cale yp, c'est-à-dire sur la droite intersection du plan P et du 
plan H; si cette droite Â, qui rencontre l'axe en un point o, 
connu par ses traces o^ et o", vient, à tourner autour de cet axe, 
le point b décrira dans l'espace un des parallèles de Thyporbo- 
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loïde, pendant que la trace t de cette droite A décrira dans le plan 
horizontal de projection la circonférence D qu'il nous est facile 
de tracer sur l'épure, et le point b dans ce mouvement viendra 
successivement rencontrer toutes les génératrices de Fhyperbo- 
loïde : quand il sera venu se placer sur la génératrice G qui 
nous a servi à la représentation de cette surface , la droite A', 
nouvelle position de la droite A, aura donc le point b' commun 
avec la génératrice G, ces deux droites seront dans un même 
plan dont on connaîtra la trace horizontale HQ en joignant la 
trace g de l'une de ces droites à la trace A; de sa parallèle B' 
menée par le point opar lequel passe constamment la droite A. Les 
traces horizontales de toutes les droites contenues dans ce plan 
sont nécessairement sur cette trace HQ et par conséquent aussi 
celle de la droite A', qui devant aussi se trouver sur D n*est 
autre que le point d de rencontre de ces deux lignes; dès lors 
la prcj^^tion 6'* de la nouvelle position du point inconnu b est 
donnée par l'intersection de A"^ et de G'^, et il suffit de ramener 
b"" en ô* sur M'^ pour obtenir le sommet cherché. Un autre som- 
met est obtenu de la même manière en ramenant c'^ en c*. 

Les mêmes constructions appliquées au plan Q de l'épure LI 
fourniraient les sommets b^ et (^ des deux branches de Tinter- 
section : en cherchant à les elBfectuer pour le plan P de la même 
épure , on reconnaîtrait que la trace du plan qui remplacerait 
le plan Q de l'épure L ne rencontrant pas la circonférence D , il 
y a lieu d'en conclure que la section faite dans l'hyperboloïde 
par le plan P n'a aucun point pour lequel la tangente soit per- 
pendiculaire à la ligne de terre. Nous aurons à nous rendre 
compte de ces différentes circonstances. 

222. Encore bien que Ton puisse, par des considérations uni- 
quement puisées dans la géométrie descriptive, démontrer les 
propriétés principales des sections coniques, il nous serait 
impossible dans ces éléments de nous livrer à tous les développe- 
ments que ces démonstrations exigeraient, et nous devrons nous 
borner à quelques observations générales sur ces courbes planes 
qui ne sauraient jamais être, pour les surfaces que nous avons 
jusqu'ici considérées, que des ellipses, des paraboles ou des 
hyperboles. Aucune surface du second degré ne peut avoir de 
commun avec un plan, de quelque manière que l'un et l'autre 
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de ces éléments géométriques soient placés dans l'espace , que 
des courbes du second degré. 

En nous bornant à considérer le cylindre droit à base circu- 
laire, il est évident qu'il ne pourra être coupé par un plan quel- 
conque que suivant une courbe fermée, qui sera nécessairement 
une ellipse plus ou moins allongée; car dans Tépure de la 
planche XLIf , par exemple, si nous comparons la circonférence 
C à la courbe S"", nous voyons que les ordonnées perpendicu- 
laires à la ligne a^^ pour la courbe S"^ sont respectivement égales 
aux ordonnées correspondantes de la circonférence, et que les 
abscisses parallèles à la ligne de terre sont au contraire toutes 
augmentées dans le rapport de S" à C", propriété caractéristique 
qui suffit à définir la nature géométrique de la section en vraie 
grandeur. 

Dans le cas où la circonférence C serait remplacée par une 
ellipse, la courbe d'intersection jouirait de cette même propriété 
par rapport à la trace elliptique du cylindre, ce qui permettrait 
de tirer la même conclusion que précédemment par rapport à 
la nature de Tinterscction. 

Si l'on suppose maintenant que la trace du cylindre droit 
soit une hyperbole ou une parabole, on démontrera de la même 
façon que la courbe d'intersection est une hyperbole ou une pa- 
rabole qui, rapportées à un système de coordonnées semblable- 
ment placées, auraient encore des ordonnées respectivement 
égales à celles de la trace et des abscisses augmentées d»ns un 
rapport constant. 

Un cylindre droit ayant pour base une des courbes du second 
degré ne peut donc être coupé par un plan que suivant une 
courbe de même nature, et la même conclusion peut être tirée 
d'une trace oblique par rapport à la section droite, les coordon- 
nées de Tun des systèmes conservant dans les deux courbes les 
mêmes grandeurs respectives, celles de l'autre système étant 
seulement diminuées dans un rapport constant. 

Il n'y a d'exception à cette conclusion générale que pour les 
plans parallèles aux génératrices, qui coupent , ainsi que nous 
l'avons vu, les surfaces cylindriques, suivant le système de deux 
lignes droites parallèles, et Ton sait encore que deux lignes sem- 
blables peuvent être considérées comme une ellipse dont le 
grand axe devient infini. 
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2S5. Cette simplicité n'existe plus pour les sections co- 
niques, même pour celles qu'un plan peut £aire dans le cône 
de révolution. 

Tous les parallèles sont des cercles, et peuvent être consi- 
âà*és comme des sections faites par des {dans perpendiculaires 
h Taxe. 

Tous les {dans qui passent par le sommet du cône , ou ne 
coupent la suiiaee qu'en ce point, qu'on peut considérer comme 
une ellij^e dont les deux axes sont devenus infiniment petits, 
ou:ils déterminent pour section un système de deux génératrices 
plus ou moins inclinées l'une par rapport à l'autre; et Ton sait 
qu'un système semMable peutétre considéré comme une hyper- 
bole dont l'axe est devenu nul. 

Dans toute autre position du plan sécant, l'inspection seule 
de l'épure suffira pour nous fournir de la nature de la courbe 
la connaissance la plus exacte. 11 est évident qu'elle formera 
une courbe fermée lorsque la trace VP du plan occupera par 
rapport aux génératrices extrêmes là même position que dans 
notre plajiche XLIV : l'inspection seule de la figure suffit pour 
montrer que dans tout cas analogue dans lequel le plan cou- 
pera les deux génératrices extrêmes sur la même nappe du cône, 
la^ccQirbe se trouvera limitée en projection verticale entre les 
points cP et ô'', et qu'en projection horiicontale on obtiendra 
une courbe fermée comme la courbe S. 

Quand, au contraire, la 
trace du plan occupera la po- 
sition indiquée dans notre 
figure 7, en rencontrant cha- 
cune des deux génératrices 
extrêmes sur une nappe dif- 
férente , il est évident qu'au-* 
cun point delà courbe n'exis- 
tera entre a* et ft'', et qu'on 
en trouvera au contraire in- 
définiment en s'écartant de 
œs deux points : la courbe aura donc deux branches infinies 
qui rappellent la forme de Thyperbole , et sera une hyperbole 
en effet si le cône a pour base une des trois courbes du second 
degré. 
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Enfia, lorsque la trace VP est parallèle à la projection P de 
ruiie des génératrices extrêmes, ainsi que le représente notre 

fi^re 8, le point ¥ n'existe 
plus, et la courbe n'a au- 
cun point aift^elà de dT; 
mais conme la trace du 
plan ne sort pas y au-des- 
sous de ce point, delà pro- 
jection du cône, on trou- 
vera, dans la direction oon- 
traire, des points de cette 
courbe, aussi loin que l'on voudra continuer les constructions : 
rintersection est alors composée d'une In'anche infinie qui rap- 
pelle la parabole et qui en effet sera une parabole toutes les 
fois que la trace horizontale du cône sera une eouiiie du second 
degré. 

L'hypothèse que nous avons faite d'un plan sécant pcq^n- 
dicuiaire au plan vertical , comme celui de Tépure XliV, n'ôte 
rien d'ailleurs à la généralité de ces observations, parce que, 
quelle que soit la position de ce plan sécant par rapport à nn. 
cône donné, on pourra toujours, soit par des changements de 
plan , soit par des mouvements de rotation , ramener les don- 
nées de la question dans cette situation particulière. 

M4. Quant à la section faite dans l'hyperboloïde de révolu- 
tion à une nappe, on démontre géométriquement qu'elle est 
semblable à la section qui serait faite dans le cône asymptote de 
cette surface, en donnant cette dénomination au cône de révo- 
lution dont on obtiendrait une génératrice , en menant par le 
«centre du cercle de gorge, qui est en même temps le centre de 
toutes les sections hyperboliques méridiennes, une asymptote à 
Tune de ces sections. 

22S. n nous reste à donner quelques explications sur les 
règles à suivre dans la ponctuation des courbes d'intersection 
que nons avons appris à déterminer : ces explications nous 
s^xmt d'un grand secours lorsque nous aur<«s à nous occuper 
•4k8 intersections des surfaces coœi)es entre elles. 

En gâftéral , on supgose que la surface que l'on amsidère 
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existe matériellement dans Tangle dièdre formé par les plaîns de 
projection, de manière à cacher tout ce qui se trouve placé der- 
rière cette surface ; le cylindre de la planche XLH est un premier 
exemple de cette convention : la courbe S ne peut être vue que 
dans sa partie antérieure, et c'est pour celte raison que la partie 
postérieure de c^e courbe a été ponctuée; si on veut savoir 
si telle génératrice du cylindre est vue ou cachée, il suffira de 
reconnaître si elle a pour trace un point placé sur la partie an- 
térieure ou sur la partie postérieure de cette courbe. Quant à 
la courbe S"^, on n'en a ponctué la partie postérieure que pour 
faire ressortir nettement les rapports de position qui existent 
entre elle et la courbe S. 

On ne peut d'ailleurs s'assujettir à cette règle que pour la re- 
présentation des données et des résultats du problème sur les 
plans primitifs de projection , car telle partie qui devrait être 
ponctuée sur le plan H, considéré comme étant le simultané du 
plan V, devrait au contraire être une ligne pleine , lorsqu'elle 
serait considérée comme la représentation d'un élément géo- 
métrique qui aurait pour second plan de projection un autre 
plan V, différent de V. 

On verra dans la planche XLIII qu'une partie seulement de la 
courbe C est tracée en ligne pleine, le surplus étant caché par 
le cylindre même, pour l'œil qui, placé au-dessus du plan hori- 
zontal, regarderait ce cylindre ; la partie visible de la courbe S* 
se trouve limitée en projection horizontale par les mêmes 
génératrices que la partie visible de la base C, mais il n'en est 
plus ainsi à l'égard de la projection verticale de cette même 
courbe S ; pour apprécier comment le trait doit être formé, il 
faut se placer par la pensée en avant du plan vertical et du cy- 
lindre, et reconnaître ce que, dans cette position, on pourrait 
voir de laxourbe; et il est évident que la portion visible d'un 
pareil point de vue, sera limitée par les deux génératrices limites 
G et G', que l'on obtient en projection verticale par les tangentes 
à la base, menées perpendiculairement à la ligne de terre. 

Ces mêmes considérations ont été mises à profit pour le 
tracé des épures suivantes, particulièrement pour la plan- 
che XLY, sur laquelle on pourra remarquer combien ce mode 
de ponctuation ajoute à la clarté du dessin ; il en est de même 
pour la planche XLIX, qui représente la section plane de Tellip- 
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soîde, mais souvent aussi on s'écarte de cette règle générale en 
supprimant par la pensée certaines parties de la surface qui 
arrête la vue ; c'est ainsi que dans les deux planches suivantes 
on a effectué les tracés comme si toute la partie de chacun des 
hyperboloïdes, placée au-dessus du cercle de gorge, avait été 
complètement supprimée; sans cette hypothèse, il aurait fallu 
ponctuer entièrement toutes les courbes, qui seraient évidem- 
ment cachées en entier par la partie supérieure indéfinie de 
chacun des hyperboloîdes. 
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CHAPITRE IV» 

PLANS TANGENTS ET LIGNES TANGENTES. 



\ 



226. Jusqu'ici nous n'avons considéré les plans dans lenrs 
rapports avec les surfaces cylindriques, coniques et de révolu- 
tion , qu'autant qu'ils coupaient ces surfaces suivant certaines 
courbes que nous avons appris à déterminer. 

Il existe cependant une position très-intéressante des plans 
par rapport à ces surfaces, sur laquelle il nous faut porter notre 
attention. Imaginons que par un point quelconque d'une sur- 
face donnée , on vienne à tracer sur celte surface un certain 
nombre de courbes, et que l'on construise à chacune de ces 
courbes sa tangente en ce point : toutes ces tangentes sont si- 
tuées dans un mêtne plan , que l'on appelle le plan tangent, 
qu'il importe de savoir construire et qui nous sera tout à fait 
indispensable dans certaines circonstances, pour pouvoir mener 
des tangentes aux courbes d'intersection. 

Nous nous occuperons donc de la détermination du plan 
tangent pour chacun des genres de surfaces que nous avons 
étudiées jusqu'ici, mais nous ferons d'abord voir qu'il existe 
un pareil plan pour tout point de chacune de ces surfaces. 

227. Nous distinguerons successivement deux circonstances 
particulières dans la position des différentes droites par rapport 
aux courbes auxquelles elles sont respectivement tangentes. 

1** Si, à partir du point de tangence, chacune des courbes est 
telle qu'elle se trouve placée en avant et en arrière de ce point, 
du même côté de la droite, la surface est dite convexe; soient C 
une courbe plane tracée sur cette surface et T sa tangente au 
pointm (fig. 9); supposons que par la tangente T on fasse pas- 
ser un plan qui coupera chacune des autres courbes passant 
par le point m en différents points w, p, q ; les différentes cordes 
mriy mp, mq, seront contenues dans ce plan ; mais si maintenant 
on fait tourner le plan sécant autour de la tangente T comme 
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cfaamiërey en même temps que le point ii d'intersection atec la 
courbe N sera rapprodié du point «i, il en sera de même àep 

et de 9; et à la li- 
mite, lorsque n se- 
ra de^nu sur ht 
courbe N le point 
successif de tn, p 
sera sur P le point 
successif de m, et 
q le point succes- 
sif sur Q; les cor- 
des mny mpy mq^ 
seront donc deve- 
nues des tangen- 
tes et elles seront encore toutes dans un même plan ; donc en- 
fin toutes les tangentes aux courbes M, P, Q, R, tracées arbi- 
trairement sur la surface convexe S, sont situées dans un même 
plan. 

^ La démonstration précédente est applicable pourvu que la 
courbe H soit tout entière placée d'un même côté de la tangente 
T, et pour pouvoir l'appliquer au cas d'une surface non con- 
vexe, il suffit d'admettre que pour tout point m d'une pareille 
surface, il y aura au moins une courbe qui jouira de cette pro- 
priété, ce qui paraîtra évident de soi-même si l'on se représente 
avec netteté dans l'espace la forme d'une surface qui s'infléchit. 
Nous regarderons donc comme démontré que pour tout point 
d'une surface donnée , il y a un plan tangent qui pourra tou- 
jours se construire à l'aide de deux tangentes, menées respecti- 
vement à deux courbes tracées sur la surface et passant par ce 
point , et nous établirons dès à présent un autre principe que 
nous aurons souvent à invoquer dans la construction des plans 
tangents. 



228. Les projections d une tangente à une courbe sont tan-^ 
gentes aux projections de cette courbe. Cette proposition est 
une conséquence presque immédiate de la définition que nous 
avons donnée de la tangente; soit en effet en m le point de 
tangence , désignons la courbe par C et la tangente par T : m*, 
C*, T*, seront les projections du point , de la courbe et de la 
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tangente sur le même plan H ; dire que T est la tangente en M, 
c'est dire que T est la ligne droite qui passe par les deux points 
suocessifs m et m' de la courbe C; m' aura pour projection »i'*, 
et T* sera la droite qui joint m* à m'* ; si sur la courbe C*, m'* 
est le point successif de «i*, T* sera la tangente à C* et il ne 
saurait en être autrement, car s'il existait entre ces deux points 
un point n*, il faudrait, en remontant du système en projection 
au système dans l'espace, qu'un certain point n pût se placer 
sur la courbe C entre le point m et le point m', auquel cas ce 
point m' ne serait pas, comme nous l'avons supposé, le point 
successif de m. 

Ce théorème ne souffre d'exception que pour le cas où la 
tangente T serait perpendiculaire au plan de projection, parce 
qu'alors le point m et le point m' se superposent en projection, 
et que par conséquent on ne connaît plus le successif de m*; 
lorsque cette circonstance se présente, on dit qu'il y a dans la 
projection C un point de rebroussement en m^. 

229. Ces seuls principes vont nous servir à résoudre les diffé- 
rents problèmes relatifs aux plans tangents. 

Lorsqu'on pourra, par le point m d'une surface, conduire sur 
cette surface une ligne droite, cette droite devra être considérée 
comme sa propre tangente, et elle servira plus commodément 
que toute autre ligne de la surface pour déterminer le plan 
tangent ; c'est ainsi que pour le cylindre, le cône et l'hyperbo- 
loïde de révolution, on construira le plan tangent à l'aide d'une 
génératrice rectiligne et de la tangente à une courbe de l'une 
ou l'autre de ces surfaces , en choisissant pour cette courbe 
arbitraire celle qui permettra dans les constructions la plus 
grande simplicité. 

Mais, malgré cette similitude dans les moyens de construc- 
tion , il existe une grande différence entre les proj^riétés du 
plan tangent aux surfaces développables, telles que le cylindre et 
le cône, et celles du plan tangent à l'hyperboloïde de révolution. 

Le cjlindre pouvant être considéré comme un prisme dont 
les faces sont infiniment étroites, on voit facilement que si l'on 
considère sur une même génératrice deux points m et n, si Ton 
cherche à déterminer les plans tangents en ces deux points, le 
plan tangent en m devra contenir la génératrice commune G et 
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Félément linéaire d'une ligne quelconque tracée par le point m 
sur la facette ; une condition analogue détermine le plan tan- 
gent au point n, et, pour Fun comme pour Tautre point, on en 
peut conclure que chacun des deux plans tangents se confond 
avec le plan de la facette , ce qui , lorsque Ton reviendra du 
prisme au cylindre limite , s'exprimera en disant que le plan 
tangent est tangent au cylindre sur toute la longueur d'une 
même génératrice. Le cône jouit de la même propriété, mais il 
n'en est plus de même pour Thyperbololde qui , pour chaque 
point d'une génératrice, aura un plan tangent différent, déter- 
miné par les deux génératrices rectilignes de ce point, qui ne 
sont pas dans un même plan avec le système des deux généra- 
trices rectilignes d'un autre point de la même génératrice. 

I. PLAN TANGENT AU CYLINDRE. 

950. Maintenant que nous nous sommes assurés de l'exis- 
tence du plan tangent en tout point d'une surface cylindri- 
que, nous n'éprouverons aucune difficulté à construire ce plan 
tangent. 

Proposons-nous d'abord de le construire pour un point quel- 
conque m placé sur la surface du cylindre de la planche LU , 
dont C est la directrice, et dont toutes les génératrices sont 
parallèles à l'une d'elles G. 

Le plan tangent au cylindre au point m, contient la tan- 
gente en ce même point à toute courbe tracée sur le cylin- 
dre, et par conséquent il doit contenir la génératrice J, qui 
peut être considérée comme l'une de ces coiu*bes et qui est 
elle-même sa propre tangente. 

D'un^utre côté, nous venons de reconnaître que, pour le 
cylindre, le plan tangent en un point d'une génératrice était 
tangent au cylindre dans toute la longueur de cette génératrice : 
il sera donc tangent au cylindre au point a, trace de la généra- 
trice J, et devra contenir en ce point la tangente à la trace C du 
cylindre; car cette trace, comme toute autre courbe tracée sur 
la surface, a pour tangente une droite contenue dans le plan 
tangent. 

Ce plan tangent doit donc satisfaire aux conditions suivan- 
tes : contenir la génératrice J, dont les projections J* et J* sont 

13 
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ooinnies^ et la tiaagenteO à la courbe C ; cette iai^eitte lest dsis 
le plan ëexelie courbe , c'est-à-dére daes le planiioiriaoïKtal, eX 
elle peut èire construite ^métrîqtiemmt; onconnidt dose 
deux droiles qui (doivent être contenues dans le plan tangent, 
qui «e trouve dès lors parlailement déterminé etfaoileà oon» 

bruire. 

La droite ô étant dans le plan horiioiital , sera efiermèote la 
trace horizoctale HT du .plan tangent V ; et en cherchant la 
trace verticale de la génératrice J, on aurait en cdite- trace un 
nonveait peânt de la trace verticale VT. 

Le cadre de notre figure étant trop restreint ponr çie cette 
redierche de la trace de la génératrice J nous soit permise, naœ 
y avons suppléé par la considération d'une horizontale dufdaa 
tangent, passant par le point m; cette horizontale B a pour trace 
verticale 6*, qui nous a servi à déterminer VT. 

Inutile de dire que, pour que cette construction soit pratica- 
ble, il faut que le point m soit sur le cylindre, ce qui exige que 
wi" et m^ soient respectivement situés sur les deux projections 
d'une même génératrice. 

231. La difficulté ne sera pas plus grande cependant pour 
mener par le point m, planche LUI, un plan tangent au cylin- 
dre (C. G). 

Ce plan, en effet, devant contenir la génératrice au point de 
tangence quel qu'il soit, doit contenir aussi la parallèle D me- 
née par le point m à cette génératrice, dont la direction est con- 
nue ; les traces du plan tangent passeront donc respective- 
ment par les traces d et d'' de cette parallèle ; d'ailleurs , nous 
avons vu ( 250) que la trace horizontale du plan tangent de- 
vait être une tangente à C ; il suffit donc de mener à cette 
courbe la tangente HT par le points, pour c^tenir immédiate- 
ment cette trace horizontale , la trace verticale VT devant ren- 
contrer au même point qu'elle la ligne de terre et devant passer 
par (f**. Dans la figure on a dû suppléer à ce point de rencontre 
des deux traces par la considération d'une paxtallèle.E aux gé- 
nératrices. 

D'un point extérieur d à une courbe du second degré, on 
peut en général mener deux tangentes à cette courbe, .ce qui 
nous permet d'obtenir un deuxième ; plan tangent S, passant 
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«également par le point m^ Le problème admet deux solutions 
^uand le point m est extérieur au cylindre, une seule quand le 
point m est sur le cj^Undre ; il n'y a plus de plan tangent lors- 
qu'il est plaeé dans. son intérieur, parce qu'alors la Xvèce d 
de la parallèle 0, menée par le point m à la direetion commune 
des. généiratrioes , tombe dsois rinftérieur de la courbe C, trace 
du cylindre, à laquelle .il serait par conséquent impossible de 
mener une tangente par ce point d. 

Les mêmes considérations conduiraient à mener au cylindre 
(C. G) des plans tangents satisfaisant à toute autre condition : 
nous nous bornerons à citer les deux plans T et R , que Ton 
obtiendrait en se proposant de ceioatruire des plans tangents 
parallèles à une droite donnée A. 

Par un point quelconque.fi d'une des généralrices J du cy- 
lindre, menons une droite B parallèle à A : le plan qui contien- 
dra B et J sera parallèle au plan cherché, qui lui<-méme doit être 
parsdlèle à A et contenir une génératrice de contact. 

a et ft étant les traces horizontales de ces deux droites , la 
ligne MN qui les joint sera parallèle à la trace h(»>izontale du 
plan cherché, et cette trace se trouvera dès lors déterminée 
par cette double condition d'être parallèle à celte droite et d'être 
tangente à C ; HR et HT seront donc les deux traces horizon- 
laies de deux plans qui pourront satisfaire à la condition énon- 
cée, et dont les traces verticales VR et YT s'obtiendront en »- 
primant graphiquement que ces plans, doivent contenir une 
génératrice du cylindre donné. 

252. l;^ sf^.ule incertitude <;«i '?«i^_s'atl9idlsj^ ^afis^^ 
constructions précédentes , tient uniqifêment à la difficulté 
plus ou moins grande de mener exactement une tangente à 
la courbe C. Quand cette courbe , comme celles du second degré 
par exemple , jouit de propriétés telles que l'on puisse tracer 
cette tangente par des procédés géométriques certains , cette 
cause d'inexactitude n'existe pas, et elle n'est vraiment à crain- 
dre, pour toute autre courbe, que pour le cas du plan tangent 
mené par un point donné sur la surfilée cylindrique; dans ce 
cas, en effet, on ne peut éUre certain 4e dikerminer à la «ègie , 
et sans recourir aux propriétés géoméfartq^ies de la courbe, une 
tangente dont la direction soit peu difiGénnite de la dimetion 
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réelle, tandis que la règle et l'équerre suffisent complètement 
pour mener une pareille tangente par un point extérieur ou 
parallèlement à une droite donnée; rincer titude n'existe, dans 
ces deux circonstances, que sur la position exacte du point de 
contact, et il suffît, pour qu'elle n'ait aucune influence sur le 
résultat, de ne pas se servir de ce point pour les constructions 
ultérieures. Nous avons apporté ce scrupule dans les tracés de 
la planche LUI. 

n. PLAN TANGENT AU CÔNE. 

255. Avec cette seule différence que les génératrices du cône, 
au lieu d'être parallèles entre elles comme celles du cylindre , 
viennent toutes concourir en un même point qui est le sommet 
du cône, nous pourrions reproduire ici toutes les considéra- 
tions que nous avons présentées au sujet des planches LU et LIII ; 
ce rapprochement nous permettra de parcourir rapidement les 
épures LIV et LV qui traitent des mêmes questions à Tégard de 
la surface conique. 

Le plan tangent au point m, qu'il s'agît de construire dans 
la planche LIV, doit contenir la génératrice G qui passe par le 
point m, et la tangente à la courbe G au point a, qui est la 
trace horizontale de cette génératrice ; la trace horizontale HT 
du plan tangent en m n'est autre chose que celte tangente 0, et 
sa trace verticale VT doit passer par la trace b'' de cette même 
génératrice G. 

La planche LV, comme la planche LUI, est consacrée au plan 
tangent niené par un point donné m, et au plan tanff^nt mené 
parallèlement à une droite donnée B. 

Pour la première question, il suffit de remarquer que tous 
les plans tangents au cône devant passer par le sommet s du 
cône , le plan cherché doit contenir la droite ms qui joint ce 
sommet au point m, et que, par conséquent, les traces du plan 
cherché doivent passer par les traces de cette droite ; la trace 
horizontale du plan s'obtient en menant par la trace horizon- 
tale de la droite une tangente à la courbe G, et la trace verti- 
cale se trouve déterminée par cela seul qu'elle passe par la 
trace verticale de la droite. 

Toutes les fois que le point m est extérieur au cône, la trace 
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de la droite se trouve en dehors de la trace ou base du cône, et 
il y a autant de solutions que Ton peut ainsi mener de tan- 
gentes : c'est pour cela que Ton a été conduit à la fois aux deux 
plans P et Q. 

Enfin pour mener à la surface conique un plan tangent pa- 
rallèle à la droite B, il faut remarquer que ce plan, qui passe 
par le point s^ sommet du cône, contiendra nécessairement 
la parallèle À menée par ce sommet à la droite B : les traces 
du plan devront respectivement passer par les traces de la droite 
A ; a est la trace horizontale de cette droite et la trace du plan 
doit être tangente à la courbe C : nous retombons donc encore 
sur les deux plans P et Q du problème précédent, qui se trou- 
vent chacun représentés sur le dessin par leurs traces HP et 
VP, HQ et \Q. 

m. PLAN TANGENT A LA SUBFACE DE RÉVOLUTION. 

254. Mais s*il s'agit !d*une surface de révolution, les mêmes 
considérations ne sont plus suffisantes, et nous examinerons 
avec quelques détails la question du plan tangent, mené à une 
surface de révolution par un point pris sur cette surface. 

Ce point est en m dans la figure de la planche LVI, qui repré- 
sente un ellipsoïde, engendré par une ellipse M, tournant au- 
tour de son grand axe Z. 

Nous supposerons d'abord que Ton s*est assuré que le point 
m est bien situé sur la surface de révolution, c'est-à-dire que, 
si Ton prolonge la projection verticale P* du parallèle P qui 
passe par le point m, jusqu'en n", à la rencontre du méri- 
dien M", le point n", mis en projection horizontale sur P'^, se 
trouvera en même temps sur M*, c'est-à-dire à la rencontre de 
ces deux projections horizontales. 

Soit K"" la tangente au point n"* du méridien M*, K* pourra 
être considérée comme la projection verticale d'une droite K, 
qui aurait pour projection horizontale K'^, et qui serait par 
conséquent contenue, comme la courbe M, dans le plan méri- 
dien de la surface que l'on considère. Imaginons , pour un in- 
stant, que cette droite K tourne autour de Taxe Z en même 
temps que la courbe méridienne M ; pendant que cette courbe 
décrira Tellipsoïde de révolution, auquel nous vouions me- 
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mv un plan taagetU, la droite K- décrirftun cône idroit derévo* 
liitiany dont Taxe Z de- la surface sera aus» Taxe, et dont les 
gëtviraUrices seront respectiyemeût tangentes, en tous les points 
du parallèle P, aux courbes méridiennes correspondantes ; le 
cditie et r ellipsoïde* nuiront, sur tout le pourtour de P, un élé- 
ntent annulaire commun^ et, par conséquent, le plan tangent à 
rellipsoîde , en un certain point m de cet élément annulaire, se 
confondra avec le plan tangent au cône en ce même point ; le 
pi!*ôUème du plan tangent à Fellipsolde se trouve donc ramené 
à celui du plan tangent au cône dont une génératrice est K, et 
â<Hll par conséquent la trace sur le plan horizontal est la cir- 
conférence C; la génératricede ce cône qui passe par le point m 
aura pour projections G* et &", sa trace sera en a et la trace du 
plan tangent en HT; on en conclura VT, par cette considération 
que le plan tangent passe par le point m ou par tout autre point 
de la génératrice G. 

SRU(. Telle est la méthode générale à l'aide de laqudle il con- 
vient de déterminer le plan tangent en un point d'une surface de 
révolution ; mais on peut quelquefois , lorsqu'il s'agit d'une sur- 
face particulière, parvenir à utiliser quelques-unes des proprié* 
tés géométriques de cette surface pour simplifier cette solution. 
(Test ce qu'il est convenable de faire par exemple pour le plan 
tangent à l'hyperboloïde de révolution , considéré comme «a- 
gendre par une droite tournant autour d'un axe qui n'est pas 
avec elle dans un même plan. 

Nous savons que le plan tangent au point m, par exemfde, de 
l'hyperboloïde de révolution à une nappe, représenté dans notre 
planche LVII, contient toutes les tangentes à toutes les coiffbes 
quelles qu'elles soient qui , passani par ce point m , pourraient 
être tracées sur la surface de l'hyperboloïde; maïs pour le point m, 
comme pour tout autre point de cette surface, n^Mis savons qu'il 
existe deux génératrices rectilignes qui peuvent être regardées 
comme étant à elles-mêmes leurs propres tangentes; deux 
droites sont d'ailleurs su(S»antes pour déterminer un plan, et 
le plan tangent au point m sera par conséquent le pkn de ces 
dêôx génératrices, dont nous allons chercher les projections. 

A^, À* sont les projections de la génératrice A parallèle au 
plan vertical, le cercle de gorge est projeté en vraie grandeur 
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sur C^ circoDÊérence tangenteà cette générairice ; les projec- 
tions de toutes tes génératrices des denx systèoies soiit, d'après 
ce que nous ayons yu, toutes tangaites à ce cerde de gorge ; 
doue ceHes qui passent par le pmnt m sont projetées borizon- 
talement en G'^ et K*, tangentes n^nées par le point m à cette 
circoitfér^ice ; les points de tangenee sont p^ et ç^ que nous 
projetons Terlicalement sur C en p^ et 9^ ; fitp% nC^q'^y sont 
donc les projections verticales de ces génératrices qui étant 
maintenant connues par leurs deux projections, permettent de 
conatruire le i;dan T, qui les renferme et qni est le^ plan tan- 
gent ch^ché. 

IT. CONSIDÉRATIONS ctNÉRALES SUR LES PLANS TANdRIlS BT SUR 

LES LtONES TANOBNTSS. 

S3t^. Le plan tangent que nous venons d'apprendre à con- 
struire nous fournit nn moyen général de détermination pour 
la tangente en un point quelconque de Tune des sections planes 
que nous avons construites par points ; de ce que le plan tsui^ 
gent en effet contient toutes les tangentes au point de contact, 
il résulte qu^il contient en particulier celle de la courbe que 
Ton considère; mais d'un autre côté, la tangente à une 
courbe plane ne peut sortir du plan de cette courbe, puisqu'elle 
n'est autre chose que le prolongement de Tun de ses éléments» 
nécessairenient contenu dans ce plan ; la tangente est donc à 
la fois dans le plan sécant et dans le plan tangent ; elle est l'in- 
tersection de ces deux plans , et le problème de la tangente est 
ainsi ramené à celui de ^intersection de deux plans , que nous 
avons examiné avec tout le soin nécessaire. 

a». S'agit-â par exemple de construire une tangente au 
point î» à la courbe S d'intersection du cylindre de notre plan- 
che XUIl, par le plan P; nous pourrons construire le j^ 
tangent en m, qui est tsmgent au cylindre dans toute la longueur 
de la génératrice: droite qui passe par ce point; nous savons 
déterminer la traee de ce ^n, qui n'est autre chose que la tan^ 
gente à la trace du cylindre à l'extrémité de cette même géné- 
ratrice ; l'intarsedion de ce plaun tangent T avec le plan P nous 
doraiera la tangente cherchée; mais cette intersection^ nous 
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pouvons l'obtenir sans aucune construction nouvelle , car nous 
en connaissons immédiatement deux points , le point p, qui est 
le point de rencontre des deux traces, et le point m, qui est le 
point sur lequel nous opérons; joignant donc p à in\ nous 
obtenons la projection horizontale de la tangente cherchée , ce 
qui confirme les conséquences que nous avions tirées des pro- 
priétés du point p de la planche XL! , d'après la considération 
des limites. 

Il serait inutile de reproduire les mêmes raisonnements à 
regard de la section conique , et nous nous bornerons à obser- 
ver que pour avoir la projection verticale de la tangente dans 
toutes les questions analogues, il suffirait de mettre le point p en 
projection verticale sur lalignede terre en/?*, et de joindrep* àm*. 

Cette méthode est générale, et nous en ferons encore une 
application aux surfaces de révolution pour lesquelles nous 
n'avons pas encore appris à construire la tangente , bien que les 
constructions relatives à cette question soient effectuées sur les 
épures que nous avons déjà passées en revue ; nous ne pouvons 
même ici construire la tangente que par la considéi*ation du 
plan tangent. 

Reproduisons sur la planche XLyiIl les constructions de 
notre planche LVI : k" est la projection verticale de l'une des 
génératrices du cône auxiliaire qui passe par le point m, la trace 
horizontale de ce cône est la circonférence D* ; la génératrice 
du point m a pour projection horizontale G*, pour trace fi* sur 
D*, et par conséquent la trace du plan tangent au cône en m, 
qui est aussi tangent à la surface de révolution , n*est autre 
chose que la tangente HT en n* à D''; HP et HT se rencontrent 
en p, qui est un point de la tangente cherchée dont la projec- 
tion horizontale se trouve dès lors construite en 6*. 

Lorsque la surface dont on cherche à déterminer la section 
par un plan est un hyperboloïde de révolution à une nappe, le 
plan tangent à la surface s'obtient immédiatement par la re- 
cherche des deux génératrices droites de la surface en ce point, 
mais la construction relative à la tangente reste la même, en ce 
que cette droite s'obtient toujours par l'intersection commune 
du plan tangent et du plan sécant ; ces opérations ont été ef- 
fectuées sur répure de la planche L. Pour avoir les deux géné- 
ratrices du point j>, il suffit de mener par />* deux tangentes à 
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la projection horizontale G* du cercle de gorge ; ces deux géné- 
ratrices ont leurs traces sur la trace T'' de l'hyperboloîde en a et 
b; la trace du plan tangent est donc HT, qui coupe HP en e, et 
la projection 6^ de la tangente s'obtient immédiatement en 
joignant les points c et jo^. La première partie de cette construc- 
tion est empruntée à celle des planches LVI et LVH. 

858. En ce qui concerne la détermination de la tangente, 
l'utilité du plan tangent ne se borne pas aux courbes planes; 
ce plan nous servira de la même façon pour les courbes inter- 
sections, quelles qu'elles soient, des surfaces courbes entre 
elles; soit en effet m un point de cette intersection de deux sur- 
faces S et S', en construisant les plans T et T^ respectivement 
tangents à ces deux surfaces au même point m, Tintersection 
6 de ces deux plans sera la tangente à Fintersection commune ; 
en effet, le plan tangent T contient Félément linéaire de la 
courbe en m, puisqu'il contient les tangentes à toutes les cour- 
bes qui , passant par le point m, sont tracées sur la surface S ; 
il en est de même pour le plan T', par rapport à la surface S' ; 
cet élément linéaire étant dès lors contenu dans les deux plans, 
est aussi sur leur intersection, qui étant le prolongement de cet 
élément linéaire, n'est par définition que la tangente. 

C'est ainsi que seront obtenues dans le chapitre suivant les 
tangentes à toutes les courbes intersections que nous aurons à 
construire ; les épures elles-mêmes seront suffisantes pour per- 
mettre de lire les différentes opérations que cette détermination 
exigera pour tous les cas. 

239. Nous ferons encore usage du plan tangent pour trouver 
les asymptotes des hyperboles que l'on peut obtenir, ainsi que 
nous l'avons vu, par des sections planes, faites, soit dans les 
cônes, soit dans l'hyperboloîde de révolution. 

Dans le cas du cône , les asymptotes étant les tangentes aux 
points de la courbe situés à l'inâni , il suffirait de savoir sur 
quelles génératrices ces points se trouvent, de construire les 
plans tangents au cône suivant ces génératrices : Tintersection 
des traces horizontales du plan sécant et du plan tangent don- 
neront immédiatement un point de la projection horizontale 
de chaque asymptote. 
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Sait P le pian séeant, toute génératrice non parallèle à P ren- 
contra^ ce plan à une distance finie, en telle sorte que les seules 
génératrices qui pourront correspondre à des points de Tinter- 
secti<m situés à Tinfini ne peuvent être contenues que sur les 
génératrices parallèles au plan P, que nous appellerons I et ï et 
que nous construirons avec facilite toutes les fois que les données 
de la question permettront ce parallélisme ; en nous bornant à 
considérer la seule génératrice I, dont la trace horizontale i est 
sur la trace horizontale du cône , nous obtiendrons la trace ffT 
du plan tangent en menant simplement par le point i une tan- 
gente à la trace du cône ; HT et HP se couperont en un point /?, 
qui sera la trace horizontale de Tune des asymptotes ; sa pro- 
jection s^obtiendra en menant par ce point p urne parallèle A à 
la génératrice I, car cette parallèle est la seule droite qui piâsse 
rencontrer la courbe d'intersection à l'infini . 

Des considérations analogues nous fourniront les asymptotes 
des hyperboles obtenues dans l'épure LI, qui est relative à la 
section de l'hyperboloïde jde révolution par un plan. 

Observons d'abord que si l'on considère un cône de révdu- 
tion ayant même axe que l'hyperboloïde, qui aurait son som- 
met au centre de cette surface, et dont une génératrice serait 
parallèle à Tune de celles de la surface donnée, toutes les géné- 
ratrices de ce cône seront respectivement parallèles à cell^ de 
rbyperboloïde ; ce cône est ce que l'on appelle le cône asymptote 
de la surface, nom qui est d'ailleurs justifié, en ce que chacune 
des génératrices du cône rencontre à l'infini la génératrice pa- 
rallèle de l'hyperboloïde, et par conséquent cette surface elle- 
même. 

Cela posé , la détermination de l'asymptote deviendra facile : 
si nous connaissions la génératrice qui rencontre le plan à l'in- 
fini , il nous suffirait de construire le plan tangent en ce point 
pour que son intersection avec le plan donné soit l'asymptote 
cherchée. 

Pour obtenir les génératrices parallèles au plan donné P (et 
ce sont évidemment les seules qui puissent être rencontrées par 
ce plan à l'infini), nous chercherons d'abord quelles sont les gé- 
nératrices du cône qui sont parallèles à ce même plan; ces gé^ 
nératrices s'obtiennent immédiatement en coupant le cône par 
le plan R mené parallèlement au plan P par le sommet S du 
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cône ; ses traces sont HR et VR , et les génératrices qu*ll ren- 
ferme étant désignées par I et V nous trouverons leurs projec- 
tions en P et F* ; les génératrices parallèles de l'hyberboloïde 
auront leurs projections horizontales respectivement parallèles 
à r et r*, et puisqu'elles doivent être comme toutes les projec- 
tions horizontales des génératrices de la surface hyperboloïdi- 
qué, parallèles à la projection horizontale du cercle de gorge , 
elles se trouvent deux à deux projetées en H* et N*, et leurs 
traces horizontales seront a, ô, et a', b'. 

De ce que les génératrices M et N, dont les traces sont res- 
pectivement a et by sont parallèles, nous pouvons les considérer 
comme appartenant au même point de la surface vers lequel elles 
concourent à l'infini, et comme déterminant le plan tangent en 
ce point ; ce plan tangent aura donc pour trace horizontale HR, 
et son intersection avec le plan P sera l'asymptote cherchée; 
o est le point d'intersection des deux traces, c'est donc la trace 

même de cette tangente ; et si l'on connaissait le point de tan- 
gence, il suffirait de joindre le point o à ce point pour avoir 
l'asymptote en projection horizontale ; ce point de tangence est 
à l'infini sur la génératrice M, à l'infini sur la génératrice N, 
il se trouvera aussi à l'infini sur la parallèle à ces deux géné- 
ratrices, menée par le point o; l'asymptote n'est donc autre 
chose que cette parallèle , dont la projection horizontale s'ob- 
tient en menant la parallèle 0^ à la projection horizontale H^ de 
l'une de ces génératrices. 

On construirait absoltmiient de la même façon la seconde 
asymptote 0'; placée symétriquement par rapp<H!'tau pkm méri- 
dien parallèle au [dan dei'épure. 
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CHAPITRE V. 

INTERSECTION DES SURFACES COURBES ENTRE ELLES. 

C'est surtout en traitant de Tintersection des surfaces cour- 
bes entre elles que nous aurons à faire des applications nom- 
breuses de remploi des surfaces auxiliaires, coupant autant que 
possible les surfaces données suivant des lignes d'une facile 
construction, dont chacun des points de rencontre respectifs 
fournira un point de Tintersection cherchée. 

w 
I. INTERSECTION DES SURFACES CYLINDRIQUES ET CONIQUES, ENTRE 

ELLES. 

S40. S*il s'agit des deux surfaces cylindriques représentées par 
leurs traces et par quelques-unes de leurs génératrices dans la 
planche LVIII, il faudra chercher si certaines surfaces ne pour- 
raient pas couper à la fois les deux cylindres suivant des lignes 
droites, auquel cas la construction de ces lignes pourrait être 
rapide et leurs intersections promptement déterminées. 

Or, on ne peut tracer sur un cylindre d'autres lignes droites 
que les génératrices, et l'on se trouve ainsi conduit immédia- 
tement à employer une surface qui pourrait à la fois couper 
l'un et l'autre cylindre suivant une génératrice ; tout plan pa- 
rallèle aux deux systèmes de génératrices des deux cylindres 
jouit de cette propriété, en sorte qull conviendra d'employer 
pour surfaces auxiliaires des plans ainsi choisis ; soit donc pris 
arbitrairement un point a, situé d'une manière quelconque 
dans l'espace, menons par ce point deux droites A et D, res- 
pectivement parallèles aux génératrices G et K des deux cylin- 
dres donnés ; la ligne qui joint les traces horizontales de ces 
deux droites est celle à laquelle les traces horizontales des plans 
auxilisûres devront être parallèles pour que les plans eux-mêmes 
soient parallèles aux deux systèmes de génératrices à la fois et 
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m 

par conséquent puissent couper les cylindres suivant leurs gé^* 
nératrices respectives. 

HP étant cette direction commune , considérons le plan sé- 
cant Q qui aurait sa trace horizontale HQ parallèle à HP ; B* et C 
étant de même les traces horizontales des cylindres , il est évi- 
dent que les génératrices qui correspondront aux sections faites 
par le plan Q, auront pour traces horizontales b, c^ d^ e, et 
que ces génératrices elles-mêmes seront L, H, N, 0, dont les 
projections se voient sur la figure. Ces génératrices se coupent 
deux à deux en quatre points, dont deux seulement tombent 
dans les limites du dessin , et déterminent les points n et o de 
l'intersection cherchée. 

. Un autre plan auxiliaire, choisi dans une position analogue 
à celle du plan Q, fournirait d'autres points de cette même in- 
tersection , dont on déterminera ainsi autant de points que Ton 
voudra, de manière à pouvoir tracer la courbe continue avec 
toute la précision désirable. 

241 . Pour être guidé dans ce tracé, il faut absolument appor- 
ter une très-grande attention et ne point se tromper entre les 
nombreux points de rencontre que présente nécessairement la 
figure ; la considération de la tangente devient d'autant plus 
importante, que ces erreurs sont plus faciles. 

Proposons-nous comme exemple, après le tracé des deux 
courbes J* et J* de la planche LVIII , de trouver la tangente au 
point m déterminé en projection horizontale et en projection 
verticale par la rencontre des deux génératrices G et K. La tan- 
gente à rinlersection J du point m de l'espace , est à la fois dans 
les plans tangents en nt, au premier cylindre et au second ; elle 
est donc l'intersection même de ces deux plans tangents ; et 
comme les projections de la tangente sont tangentes aux pro- 
jections de la courbe , les projections de l'intersection des deux 
plans tangents seront respectivement tangentes à J* en m* et 
à J* en I»*. 

Les traces horizontales des deux plans tangents que nous 
appellerons! et U, sont respectivement tangentes aux traces 
des cylindres dans les points mêmes qui sont les traces des 
génératrices G et K; ces deux traces se coupent en un point p 
qui appartient, par conséquent , comme trace, à la tangente 
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cherebée 'Q, doBt la pr^eéiionjjm'' est dès lors comme. La 
projection verticale 6" s'obtient en mettant j7 en projectiOTurer* 
ticalesiirlâ lignedcterre Bn!pf,<et 6*iii^t autre cbme ^e 



ftien n'aiâera( lîniettx .au4csac6 exact de la courbe d'intersec- 
tion <qu':UD certaki niH»bre < ide langeâtes amM^xfoite^ par Jes 
mêmes moyens. 

242. La même mé&iode est applicable sans presque auûuae 
modification pour la rech^che de l'interseciîoii d-un oôue et 
d'un cylindre, ou de deux cônes entre eux. 

Quant au cylindre, tout plan parallèle aux . générairîees , 
pourvu que sa trace horûontale rencontre la trace horîsoittale 
du cylindre^ coupe celte suif aeeemv»nt deux génératrices . Qmot 
au cône, tout plan dirigé par le somBaet et doat la trace bon* 
zontale rcaicontre la trace horizontale ou base du cône, coi^ 
aussi cette surface suivant deux généiratrices; cette 4>bservation 
indique suffisamment comn^ent doivent être choisis les plans 
auxiliaires qui peuvent Je plus slm{dement conduire à la so- 
lution. 

S'il s'agit d'un cylindre et d'un cône, il faudra que tous les 
plans auxiliaires passent par les sommets du cône et par une des 
génératrices du cylindre. Par le sommet 5 de la surface coni- 
que de la planche LIX menons donc une droite A parallèle à la 
direction commune des génératrices du cylindre ; la trace hori- 
zontale de cette droite est a, et c'est par ce point que devront 
passer les traces horizontales, telles que HX de tous les plans 
auxiliaires. Ce plan X, par exemple, rencontre le cône suivant 
les deux génératrices G et G', le cylindre suivant les deux gé* 
nératrices K et K', et leurs points de rencontre respectifs four- 
nissent par leurs projections horizontales et verticales que Ton 
peut lire sur l'épure les quatre points m, n, p, g, de l'intersec- 
tion des deux surfaces. 

On trouvera ainsi autant de points que l'on voudra de la 
courbe cherchée, qu'il est dès lors facile de construire par points, 
et on s'aidera d'un certain nombre de tangentes qu'il conviendra 
de déterminer à l'aide des plans tangents conune dans l'épure 
précédente, de manière à ne commettre aucune erreur dans le 
tracé des projections P et P de la courbe d'inlersectiûu I. 
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5142. Si iia: lieu d'une surface conique et d'une aurlace cylin- 
drique^ les ddnnées se oosuposent de deux cônes, les traces b<nri- 
zontales des plans auxiliaires se détenntaent avec la même tst- 
cilité, ainsi qu'on peut le voir sur les planches LX et LXL Pour 
que ces fians^ en effet, rencontrent chacun des cônes «inYant 
des génévairices, il estnéeeasmre et suffisant qu'ils passent là 
la foie par les somoaets / et ^ des deux cônes qui ont ici pour 
traces . respectives la droonférence C et l'ellipse D ; conduisant 
dcaïc la droite k par les deux sommets, et détermiiiant la trace 
a de cette droite, c'est par ce poîni que nous ferons passer les 
différantes traces horizontales HX des plans auxiliaires X, que 
nousemploieroins ; celui de ces plans qui est représenié sur l'é* 
pure coupe le cône S suivant les deux généralrices G et G', et le 
cône T suivantlesdeux génératricesK etK' ; toutes ce&génératri- 
cessontdansiminéme plan, le plan X, et leurs points de rencon«- 
tre m, n, o, p, dont on peut voir les projections sur la figure , 
sont autant de points de la courbe cherchée qui se compose , ici 
comme dans le cas précédent , d'une seule branche fermée I , 
qui se projette en P et en P. 

Les constructions ont été effectuées sur Tépure pour mener 
la tangente au point p, mais il ne faudrait pas dans une épure 
d'exécution se contenter ainsi d'une seule tangente ; la connais- 
sance de ces tangentes , nous ne saurions trop le répéter, étant 
le mdlleur guide pour le tracé exact des courbes d'inter- 
section. 

Le point p appartient à la fois à la génératrice G du cône S 
et à la génératrice K' du cône T ; chacun de ces cônes a un plan 
tangent au point p et chacun de ces plans, d'après la définition 
du plan tangent, contient la tangente à la courbe d'intersec- 
tion 1 ; celte tangente n'est donc autre chose que l'intersection 
des deux plans tangents dont les traces horizontales HT et HU 
se c>onfondent avec les tangentes aux bases G et D des cônes, à 
l'extrémité de chacune des génératrices G et K' du point p ; ces 
traces se coupent au point q^ dont la projection q" est sur la 
ligne de terre, et l'intersection des deux plans tangents se 
trouve projetée en p^çf'y pY ; et nous savons que ces projections 
de la tangente à la courbe I de l'espace sont respectivement 
tiâigentes aux projections P et P de cette courbe qui sont re- 
présentées sur notre épure. 
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L'intersection de deux cônes pouvant se présenter dans cer- 
tains cas sous une forme très-difiërente de celle de la courbe I, 
nous avons donné dans la planche LXI un nouvel exemple de 
la détermination qui nous occupe; les constructions sont abso- 
lument les mêmes, et il serait sans doute inutile d'en donner 
une explication nouvelle ; nous remarquerons seulement qu'au 
lieu d'une courbe à double courbure, comme celles que noys 
ont fournies les planches LIX et LX, nous trouvons ici, comme 
dans la planche LVIH , deux courbes distinctes ; et si l'échelle 
de notre épure était plus grande , nous reconnsdtrions facile- 
ment que ces deux courbes se projettent suivant quatre ellip- 
ses, et qu'ainsi les deux cônes se coupent suivant deux courbes 
planes ; nous verrons que Ton peut a priori savoir laquelle de 
ces circonstances se présentera , par l'inspection seule des 
traces des deux surfaces et de la direction commune à tous les 
plans auxiliaires. 

11. INTERSECTION d'DNE SURFACE CYLINDRIQUE OU CONIQUE AVEC UNE 

SURFACE DE RÉVOLUTION. 

244. Soient maintenant (pi. LXII) une surface conique dont le 
sommet est en s et la base en T, et un ellipsoïde de révolution 
défini par le méridien M tournant autour de son grand axe Z ; 
nous supposerons pour plus de simplicité dans la figure que 
l'axe est vertical, et que le plan vertical qui passe par cet axe et 
le sommet du cône est parallèle au plan vertical de projection. 

En présence de semblables données , ce qu'il faut se deman- 
der d'abord, c'est la nature de la surface auxiliaire qu'il con- 
vient d'employer pour arriver facilement à la détermination de 
l'intersection commune des deux surfaces données. 

Un plan, pourvu qu'il passe par le sommet du cône, coupera 
bien le cône donné suivant des génératrices faciles à con- 
struire, mais il aura, en général, pour section dans l'ellipsoïde 
une ellipse dont les projections ne pourraient se déterminer 
que par points, et une pareille construction de deux ellipses 
pour construire deux ou au plus quatre points de l'intersection 
cherchée serait un travail très-long et d'une précision douteuse. 

Ce qu'il faut trouver, si cela est possible , c'est une surface 
qui coupe le cône suivant des génératrices droites , la ligne 
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droite étant de toutes celles que Ton peut tracer sur un cône 
la plus facile à construire, et rellipsoïde suivant des circonfé- 
rences de cercles qui se construisent aussi avec facilité et qui 
ne sauraient être ici que des parallèles de l'ellipsoïde ; ces pa- 
rallèles auraient en outre l'avantage d'être tous placés dans des 
plans horizontaux, et par conséquent d'avoir pour projections 
horizontales des courbes identiques à eux-mêmes. 

Quoique au premier aperçu il paraisse difficile de trouver une 
série de surfaces nombreuses qui satisfassent à la fois à ces con- 
ditions, en examinant avec plus de soin la question, on recon- 
naîtra que ces conditions ne sont pas exclusives Tune de Fautre, 
et que certains cônes peuvent y satisfaire. P en effet étant un 
des parallèles de Fellipsoïde, le cône qui aurait pour base ce pa- 
rallèle, et pour sommet le sommet s du cône donné, satisferait 
évidemment, par construction même, à Tune d'elles; et s'il 
coupe le cône donné avec lequel il a le sommet commun, il ne 
pourra le couper non plus que suivant une ou plusieurs géné- 
ratrices communes. Ce cône, c'est la surface auxiliaire dont 
nous aurons à nous servir pour résoudre le problème roposé. 

Les génératrices de ce premier cône auxiliaire sont déter- 
minées par cette double condition de passer toutes par le point s, 
et respectivement par les différents points du parallèle P ; pour 
en construire la trace horizontale il suffirait de prolonger cha- 
cune de ses génératrices, et de chercher la trace horizontale de 
chacune d'elles, mais dans l'exemple qui nous occupe, cette 
recherche n'est pas nécessaire ; la section faite dans ce cône 
auxiliaire par le plan du parallèle P est un cercle, ce plan est 
horizontal comme le plan horizontal de projection, et la section 
faite dans le cône par ce dernier plan, c'est-à-dire sa trace, devra 
aussi être un cercle qu'il est dès lors facile de construire ; son 
centre sera en a, trace horizontale de la ligne que l'on ob- 
tient en joignant «^ à o^, projection horizontale du centre du 
parallèle P, et s" à o*, projection verticale de ce centre; pour 
obtenir un des points de la circonférence, il suffira de considérer 
la génératrice extrême correspondant au parallèle P, et la trace r 
de cette génératrice (B*, B") sera le point cherché ; décrivons donc 
de a comme centre avec ar pour rayon une circonférence C, 
cette circonférence sera la trace de notre cône auxiliaire. 

Cette opération préliminaire étant terminée, il est facile de 

14 



YOîr que si les detex cOties evt âts géoi^i^titm (kmMi^sâiÊ^y lëtm 
traees se rencontreront; et ^foe réeiprocpiemeni, les penifo de 
rencontre de ces traces correspondent h d»s gé^nératrices corâ* 
munes, ieïles que la génératrice K, par exemple, dont la pn>- 
jection horizontale rencontre celte P du paraBète P éa w*, et 
dont la projection verticale vient eonper IP* en «**; m* c* m* sent 
respectivement deux points des deux prejectfens P et !• de Ifn- 
tersection cherchée I, dont on peut vérifier également le tracé 
pour les autres points, sur Tépure de la planche LXH ; trofe 
autres points de cette même intersection sont d'éditeurs fenrnîs 
par cette même courbe G, considérée comme la base de Tun 
des cônes auxiliaires. 

m. uo'ERSEaioxï de deux suhfàges de révoujtion. 

. 24S. Deux surfaces de révolution sont données (^. LXIil) par 
leurs deux méTidiens M et L, et par leurs deux axes Z et ¥ dont 
nous supposons le plan parallèle au plan vertical de projection ; 
l'un de ces méridiens est une ellipse M, Tautre est une para*^ 
bole L ; ils se projettent tous deux en vraie grandeur en M" 
et L**, et ils ont pour projection horizontale commune la ligne 
Z^L^ qui n'est autre que la trace horizontale du plan vertical 
qui les contient ; les deux axes inclmés Tun sur Tautre se ren- 
contrent en un point o de ce plan , qui se projette en &" et Z*. 

Comment déterminer la courbe d'intersection de ces deux 
surfaces ? L'emploi de plans auxiliaires entraînerait d'intermi- 
nables lenteurs, car il n'en est aucun qm puisse à la fois cou^ 
per les deux surfaces de révolution suivant des parallèles^, 
seules courbes qui soient sur une surface de révolution d'une 
construction facile ; un cône auxiliaire ne saurait nous placer 
dans des conditions meilleures, car par cela seul qu'il aurait 
un paraître commun avec Tune des surfaces de révolution 
il n'en saurait avoir avec l'autre, et par conséquent il 
entraînerait aussi bien que le plan dans des difficultés con« 
sidéraMes. 

Une seule surface peut utSement nous servir dans ces cir- 
constances, et cette surfaee est une sphère qui aurait pour 
centre le point de rencontre des deux axes. Il est facile de voir, 
en effet, qu'une telle s^urface coupera l'une et l'autre des sur- 
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laoeséoaaéessiimfflAdesfarallèles q»i, <Pawès k 
de Bfitoe figure* se pr^jettero&tvertkideiiieiusiùvttitâÀ lignes 
dbrmte&, etqiffl me seia nécessaire de eonâdérer en projecUom 
kmizQBtafe que cens: de la âuifaee d^mt Taxe est «erikal et 
qui se projettent par conséquent suivant des cârodafiéreoees 
îd^itiiues aux pmttèles. 

Maïs d'abord y âéffiontrmis que les intersectioii» foitei par la 
fiphère du rayon ov par exemple, dans rdlipsoMe, est le 
paraMe P. Tous les pmnts de la spbère sont dista&t& du 
pcMnt d'une longueur égdeà son rayon p on or « et il n'existe 
dans l'espace aucun autre point que ceux de cette sphère 
qui soient à cette distance p du point o; tous les points 
•donc, qui sur l'ell^soide seront à cette mèsie distance du 
point appartiendront également à la sfdière, et ces points 
sont tous ceux du parallèle P , qui sont tous également distants 
d'un point qudconque o de Taxe Z. On démontrerait de la 
même façon que la section faite dans le parabolokk par la 
sphère du rayon p serait le paratl^ Q qui se {ffojette vertica- 
lement en û''. 

Si nous pouvons <^tenir facilement les points d'intersection, 
quand il y en a, du parall^ P avec le parallèle Q, nous nous se- 
rons procuré par cela même un égal nombre de points de l'in- 
tersection des deux surfaces de révolution données ; P* et U" se 
rencontrent en i»* ; P a pour projection horizontale la drconfé- 
rence P^ , il suffira donc de mettre m*' en projection horizimtale 
sur P pour obtenir en ml' et m'% des projecttons de deux points 
de l'intersection cherchée. 

D'autres points tels que &^, fr^ étant oUenns de la même raa- 
n^repar l'emploi de différentes sphères auxiliaires ayant toutes 
leurs centres en o et des rayons différents , il suffira de joindre 
ces points par un trait continu , pour av«r sur l'épure les prc- 
jections G* et C*' de llntersection Aerdiée C. 

fUÛ. Pour eonstruii^ la tangente an point n^, il faudrait 
diercher les deux plans tangents en ce point aux deux surfaces 
données; l'intersection ô de ces deux plans serait la tangenite à 
la csourbe d'intersection C. On arriverait ainsi à la détermination 
delà tangente par des moyens analogues à ceux que nous avons 
employés dans les épures relatives à l'intersection des surfaces 
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cylindriques et coniques ; mais les plans tangents aux surfaces 
de révolution ne s'obtiennent pas, ainsi que nous l'avons vu 
(234), avec la même facilité, et il ne sera pas inutile d'indiquer 
comment on peut construire ici la tangente au point m d'une 
manière plus simple. 

Encore bien que dans ce traité élémentaire nous n'ayons 
point parlé de la normale à une surface , qui n'est autre chose 
que la perpendiculaire au plan tangent, élevée par le point de 
contact , on démontre en géométrie que si le même point m 
appartient à la fois à deux surfaces S et T , la tangente à la 
courbe d'intersection au point m est perpendiculaire au plan 
des deux normales (a et v à ce même point m. 

Si donc nous pouvions , dans le cas qui nous occupe , con- 
struire les deux normales (ji et v, il nous suffirait de faire passer 
par ces deux normales un plan N , auquel on donne le nom 
de plan normal de la courbe C, et d'élever au point m une 
perpendiculaire sur ce plan; cette perpendiculaire sera la 
tangente à la courbe C au point m. 

La normale en r" étant la perpendiculaire au plan tangent 
en ce point, cette normale n'est autre chose que dv perpen- 
diculaire à la tangente r*'a^ à la courbe méridienne , qui peut 
être considérée comme la trace verticale du plan tangent. Or, si 
Ton imagine une série de ces normales en tous les points du 
parallèle P, pour raison de symétrie, ces normales iront toutes 
concourir au même point d de Taxe Z ; par conséquent nous 
obtiendrons les projections de la normale en m" en joignant 
d* à m* et Z* à m*^, nous aurons ainsi les projections v* et v* de 
la normale v à Tellipsoïde au point m. La même considération 
nous conduira à trouver en mV, »i*c^, les deux projections 
|i.* et y.^ de la normale [l en ce même point au paraboloîde donné, 
au moyen de la tangente ^v et de la normale cV à la courbe 
méridienne L*', au point s* du parallèle Q"". 

Les deux normales [a et v étant ainsi connues par leurs projec<^ 
tionSy rien n'est plus simple que de construire le plan normal N 
qui les contient et dont les traces HN et VN sont indiquées sur 
notre figure LXIU. 

En abaissant respectivement de m^ et m'' des perpendiculaires 
sur HN et VN, nous obtenons enfin les deux projections ^ et 0* 
de la tangente à la courbe d'intersection C au point m. 
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IV. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES PROBLÈMES D'iNTERSECTION 

DES SURFACES COURBES ENTRE ELLES. 

247. On a pu remarquer dans les six dernières planches que 
nous avons consacrées aux intersections réciproques des sur- 
faces courbes, que tantôt nous obtenions deux courbes, tan- 
tôt une seule, suivant certaines dispositions particulières des 
données , et il ne sera pas inutile de nous arrêter un instant 
sur ces circonstances et de voir comment elles se trouvent 
géométriquement exprimées sur les épures; la seule inspec- 
tion des éléments à Taide desquels les surfaces sont défi- 
nies sur le dessin, suffit immédiatement pour s'en rendre 
compte. 

Imaginons pour un instant qu'un cylindre très-limité en di- 
mensions transversales soit tellement placé qu'il rencontre un 
cylindre beaucoup plus gros, on voit immédiatement que l'in- 
tersection de ces deux surfaces se composera d'une courbe d'en- 
trée et d'une courbe de sortie ; si le petit cylindre pénètre tout 
entier dans le second, chacune des génératrices qui a fourni un 
point de la courbe d'entrée donnera un point de la courbe de 
sortie, parce qu'après avoir pénétré dans le cylindre il arrivera 
toujours qu'elle en sortira après avoir été suffisamment prolon- 
gée, quelque grand que Ton suppose le second cylindre. 

C'est là le cas de notre planche LVIII, dans laquelle cependant 
Texiguïté du cadre n'a pas permis de tracer les deux courbes 
en projection horizontale ; la deuxième même n'est qu'indiquée 
en projection verticale en I*. Si nous jetons les yeux sur les 
traces successives telles que HQ, nous voyons que toutes celles 
qui rencontrent la trace C*, viennent couper la trace B* du 
deuxième cylindre ; c'est à cette circonstance qu'est due la sé- 
paration entre la courbe d'entrée et la courbe de sortie ; toutes 
les fois qu'elle se présente on peut être assuré de l'existence de 
ces deux courbes. 

Du mode de construction que nous avons indiqué il résulte 
qu'il ne saurait y avoir aucun point de l'intersection qui corres- 
pondit à toute trace d'un plan auxiliaire qui ne rencontrerait 
pas l'une et l'autre des traces des deux surfaces cylindriques ou 
coniques ; la dernière trace qui puisse servir à cette détermina- 
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lion serait celle qui, étant tangente à l'une des courbes, vien- 
drait rencontrer l'autre, soit en un point de tangence, soit en 
plusieurs points d'intersection ; les plans ainsi définis sont ce 
que Fon appelle les plans limites. 

Toutes les fois que, comme dans la planche UX, l'un des plans 
auxiliaires limites a pour trace une droite tangente à la fois aux 
deux traces des cylindres , les courbes d'entrée et de sortie ne 
sont plus séparées entre elles, et Ton ^obtient plus qu'une 
courbe dlntersection formée de deux portions qui se réunissent 
en un point unique qui correspond à la trace tangente ; on dît 
alors que l'intersection est une courbe à point multiple, et c'est 
toujours à une courbe de cette nature que Ton est conduit lors- 
que Tune des traces des plans auxiliaires présente la circonstance 
que nous venons de définir. 

Dans le cas de la figure LX, où il s'agit de Fintersection de 
deux cônes, nous retrouvons encore une courbe d'entrée et une 
courbe de sortie distinctes, parce qu'au delà de chacune des tra- 
ces tangentes à l'une des traces, il y a une portion de la trace 
du deuxième cône pour laquelle il ne saurait exister de points 
de la courbe ; on conçoit en effet que Fintersection ne saurait 
être continue , puisque les points qui correspondent à la pre- 
mière courbe sont nécessairement séparés de ceux qui appar- 
tiennent à la seconde, par toute la portion du cône qui corres- 
pond à la partie de la trace horizontale qui est placée en dehors 
des traces limites. 

Dans la planche LXl qui est encore relative à Fintersection 
de deux cônes, les données sont telles, que les traces limites 
sont Fune et l'autre tangentes à la fois aux deux courbes don- 
nées comme traces ; il en résulte deux points multiples , mais 
dans ce cas, toutes les fois que les traces des cônes donnés sont 
des courbes du second degré, on démontre que la courbe à deux 
points multiples est formée de deux courbes planes du second 
degré qui se croisent. 

La planche LXII, qui est consacrée à Fintersection d'un cône 
et d'un ellipsoïde, réalise une autre circonstance relative à 
l'intersection des surfaces courbes; le cône ne pénètre qu'en 
partie dans la surface de révolution, sur le bord de laquelle elle 
enlèverait seulement une partie continue si on voulait matériel- 
lement Fy assujettir; on dît alors qu'il y a arrachement, et dans 
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les {HToUàmes d'intersecUon des cônes et des cylindres par 
exen^e, cette circonstance serait annoncée en ce (pie les traces 
tinûtes ne comprendraient qu'en partie fiiae et Tautre des tra- 
ces des surfaces qui se coupent; dans une pareille disposition, 
en effet, les points de la courbe se trouveraient disposés d'une 
mau^-e continue par i^appiurt à l'un et k Vautre des systèmes 
de génératrices. 

Enfin, la planche LXHt réalise ime autre circonstance encore, 
en ce fue les surfaces de révolution pouvant être dans certains 
sens lioûtées!, il n'est pas nécessaire qu'elles traversent la surface 
qu'-elles ont une fois reneontrée ; le paraboloide de cette plan- 
che offre bien une courbe de pénétration dans Tellipsoîde, mais 
il n'existe pas de courbe de sortie, parce que cette surface se 
teimine daÂis l'intérieur niÊnie de l'ellipsoïde ; une pareille dis- 
position ne pourrait se rencontrer dans la pénétration par un 
cène ou par un cylindre, parce que ces surlaces, considérées 
géométriquement, sont toi^ours indéfinies. 

•> 
248. Nous ajouterons encore en terminant quelques mots 
sur la ponctuation des courbes auxquelles ces six dernières 
planches nous ont conduit. 

En ce qui concerne les cônes et les cylindres, rien n*est plus 
facile que d'être fixé à cet égard , d'après les indications que 
nous avons données précédemment ; toute génératrice en effet 
est visible ou invisible, suivant qu'elle est placée par rapport à 
l'œil situé dans l'angle antérieur supérieur, soit au-dessus du 
cylindre s'il s'agit de sa projection horizontale, soit en avant de 
la surface s'il s'agit de sa projection verticale. 

Cela posé, il est évident que si un point m par exemple, est à 
la fois sur une génératrice visible de la première surface et sur 
une génératrice invisible de la seconde, par rapport au plan de 
projection que l'on considère, ce point devra se trouver dans la 
portion ponctuée de la courbe, car il sera caché comme la géné- 
ratrice invisible elle-même ; à plus forte raison s'il s'agit d'un 
point n, situé à la fois sur deux génératrices invisibles. Ce ne 
sera donc que quand les deux génératrices qui se rencoùtrent 
seront à la fois visibles, que leur point d'intersection devra ap- 
partenir à la portion de la courbe d'intersection qu'il convien- 
dra de tracer en ligne pleine; cette règle a été invariablement 
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suivie dans tous nos tracés, et Ton remarquera qu'il doit néces- 
sairement en résulter que la séparation sur Tépure entre la par- 
tie pleine et la partie ponctuée doit toujours s'eflectuer sur 
un point appartenant pour chaque surface aux génératrices 
limites. 

Ce que nous venons de dire par rapport aux génératrices 
droites des cônes et des cylindres s'applique d'ailleurs à toute 
autre ligne tracée, soit sur ces surfaces, soit sur une surface de 
révolution ; si par le point que Ton considère on trace sur Tune 
et l'autre surface deux courbes quelconques, ce point n'appar- 
tiendra en projection à la portion visible de la courbe qu'autant 
qu'il sera situé à la fois sur une portion visible de chacune de 
ces courbes ; les projections Umites des surfaces seront tou- 
jours les lignes au contact desquelles la ponctuation devra 
changer. 

Le tracé des courbes d'intersection avec la ponctuation con- 
venable, servira puissamment à déterminer ensuite le mode 
de tracé qu'il conviendra d'affecter à chacune des lignes qui 
sentent à représenter sur l'épure les données mêmes de la 
question. 
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